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第 一 革 ”整除 性 理论 


初等 整数 论 的 日 欧 是 研究 整数 的 性 质 ， 而 整数 的 许多 性 
质 都 要 直接 或 间接 地 牵涉 到 整除 性 ， 因 此 我 们 首先 叙述 整除 
性 的 基本 理论 ， 这 章 主要 讨论 约 数 ， 


31.1 整除 性 
我 们 知道 所 谓 整 数 指 芍 是 …, - 2， 一 1，0，1，2，…"， 
币 正 整数 或 者 自然 数 指 的 是 1， 2，…，， 它们 的 和 、 差 、 积 


显然 都 是 整数 ， 而 两 个 整数 的 商 就 不 一 定 ， 只 有 在 特殊 情况 
下 才 是 整数 ， 


假如 整数 5 ( 0 ) 人 能够 整除 整数 即 分 = 整数 o， 那 末 


a= bc， 这 时 我 们 又 说 a 是 5 前 倍数 ，5 是 a 的 约 数 或 因数 . 
5 能 够 整除 wa， 我 们 用 记号 ba 表示， 上 5 不 能 整除 a 用 记号 
奸 & 家 示 . 

显然 11ao, 510, BI|b, b¥D, Dhl, b>1. 

2 的 倍数 我 们 叫做 偶数 ， 不 是 2 的 倍数 , 我 们 叫 徐 奇数 . 
当 g=86 而 9 去 土 l， 土 9 时， 上 65 叫做 &a 的 真 约 数 ， 或 真 因 
数 . 

因为 一 个 非 堆 数 的 约 数 的 绝对 值 不 大 于 该 数 本 身 的 绝对 
值 ， 所 以 任 一 非 零 数 的 约 数 只 有 有 穷 个 ， 


由 定义 我 们 不 难 证 明 下 面 的 定理 ， 

定理 1 假定 8 关 0，c 和 0， 我 们 有 

1. 如 果 c| 5，81a， 那 末 c1as 

2 如 果 靖 | oc， 那 末 cb | ca 

3。 如 果 cla cb 那 末 cl (matw6)， 这 里 mw，r 是 
尾音 整数 ; 

4， 训 果 b1lo，a15， 那 末 4= 上 或 a= 一 上 b 

因为 a 与 1a| 有 相同 竟 约 数 ， 因 此 我 们 讨论 约 数 时 就 可 
以 只 就 正 整 数 来 讨论 ， 

下 面 是 整 中 的 基本 定理 ， 

定理 2 对 于 任意 整数 o 六 关 信 ， 我 们 有 两 个 整数 9， 
r 存在， 使 

ua=ab+r, 0Sr<| pb}, 

并 且 这 g,，r 是 唯一 的 . 

证 明 因 汐 6 必 在 数列 

"218), -Il 0, 16], 216i =** 
中 相 邻 二 数 之 间 ， 我 们 不 妨 假 定 
gle la< (gqg+1) 8], 

于 蚌 a-gl58| 主 0， a-g15l<158|, 命 和 -glb|=r， 那 末 
0 志 r<168|， 因 此 当 8>0 时 ， 我 们 有 a=qb+r， 当 b<0 
时 ， 我 们 有 ec= (一 的 B+r-。 这 样 ， 我 们 就 证 明了 a， + 的 存 
在 性 ， 下 面 我 们 来 证 明 它 们 前 唯一 性 ， 

假如 a= gb+ri，0 过 x 过 | 5 |， 那 末 

(g-gnb=rn -rs 0lr -rl<| bi, 

即 上 a 一 Qi 861<181， 因 此 114gq|<1， 但 gq,qi 都 是 整数 ， 
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所 以 gg=g 于 是 r=ri 这 就 是 说 9,， r+ 是 唯一 的 ， 因 兹 定 
理 成 立 ， 

辟 如 a=13, b=5 轩 ，13=2，5+3， 这 时 g=2, r=3, 
又 如 go=13，b= -5 时 ,13= (~2) (一 6) +3， 这 时 g= 一 2， 
r=3. 

上 定理 2? 中 的 7? 叫做 川 5 除 a 得 到 的 最 小 非 负 余数 或 简 
称 余数 ， 当 +=0 时 ，az = gb 邯 末 4 就 是 # 的 倍数 了 . 

例 1 试 证 形 部 34-1 的 数 不 是 平方 数 ， 

证 我 们 容易 知道 任 一 整数 可 以 写成 34 或 3n 土 J， 国 
为 

(3mD:=9n =38, 
(818+t1)*=3(3 m2 +1=3k+1, 
所 以 38 一 1 不 是 一 个 平方 数 - 因此 例 成 立 ， 

和 例 2? 斌 证 三 个 佣 邻 数 的 彝 积 是 3 的 倍数 

证 因为 任意 数 可 以 写成 形 如 35n 或 3n 土 1 类 型， 而 同 
一 类 型 的 数 相 莽 是 3 的 合 ， 所 以 不 小 于 3 ， 供 三 个 相 邻 数 中 
任意 两 数 之 差 小 于 3 ， 因 此 三 个 相 邻 数 分 别 属 上 述 三 类 通 . 
也 是 其 中 必 有 属于 33 类 型 的 ， 即 3 的 倍数 的 ， 所 以 例 成 
立 。 

例 3 假定 整数 4a>1， 试 证 s= 二 + 轩 册 + 二 不 是 整 
数 ， 

证 设 名 是 满足 条 件 2"<r 的 最 大 整数 , p 是 所 有 不 大 于 


6 的 奇数 的 乘积 ， 那 未 在 24-*ps 的 展开 式 中 ， 除 263zr 3 


外 ， 其 他 各 项 都 是 整数 ， 所 以 2 :zs 不 大 整数 ， 铸 3s 不 是 
整数 ， 证 毕 . 


我 们 知道 平常 所 用 的 数 都 是 十 进位 的 .在 日 常生 活 中 很 
多 是 12 进位 的 ， 譬如 一 年 12 个 月 ， 一 英尺 是 12 英寸 ， 一 
天 是 两 个 12 小 时 ， 一 个 圆周 角 是 30 个 12 许 等 ， 现在 计算 
机 上 用 的 数 是 2，8 及 16 进位 区 ， 下 商定 理 是 它们 的 恢 据 . 

定理 3 假定 g 直 大 于 1 的 整数 ， 那 末 任 意 正 整数 6 可 
以 写成 


Otedt+eo 《1》 
这 里 #8 守 0， ci 是 整数 ， O00<g 9 叫 艇 a 的 底 ， 
证 明 用 数学 归纳 法 。 当 oa=1 时 ,n=0,c,=1, 妇 a= 1， 
所 专 这 时 (1 成立 ， 假定 0<az 时 (1 成立， 因为 g 之 1,， o>0， 
所 以 ga 必定 在 


os 中 1 gs 和 gs 和 
中 相 邻 二 数 之 间 ， 假 定 
EAL 
由 定理 2 ， 我 们 有 
4g=00tr, OEr<oy 
显然 ”co>0 并且 6c,<g， 如 果 + =0， 那 末 
OG=00+ 0 11+ + 0g+0, 
如 果 r 关 0， 根 据 归 纳 法 假设 
r=bg ttbgtbos tt<t, 
这 里 0&4 之 g， 因 此 
a=00+bot" thotb, 
于 是 (D 成立， 下 面 证 明 唯一 性 . 
假定 我 们 又 有 
a=d,0" +t + dgt doy 
这 里 生产 0 0 所 di<<9， 如 果 c; 与 d; 不 完全 一致 ， 将 上 式 


总 


与 (1) 相 减 得 
=eGt+*+ agi er 
这 里 = 是 后 关中 中 i 的 最 大 数 ， 所 以 e. 冯 0。 即 果 s= 0，、 
那 末 ge = @=0， 此 不 可 . 如果 s >0， 那 来 
lei|=|e;—dii<g-1, i=0, -"…» s—1, 
并 且 
eg = ~ (6.10 + et C0), 
因此 
Fe e.g" |=| ei + et eol 
(og—- Dg + tgt l=g-1 
这 又 不 可 ， 所 以 ci 与 d; 完全 一 致 ， 即 
f= C= is f= 0 
定理 证 毕 ， 
壁 加 a=2107， 如 果 取 g=10， 显 然 
2107=2(10)3+ 10?+7= (2107) 1 


如 果 取 9= 6， 因 为 
2107= 351 x6+1, 351=58x6+3, 
58=9x6+4 9=6+3. 
所 以 


2107=1(6)"+3(6) 3 446) 十 3(6) + 1; 


2107 = {13431) 6, 


习 题 1.1 


1。a 的 二 个 倍数 的 和 及 差 仍然 是 a 的 倍数 ， 
2. aa 的 倍数 如 果 不 等 于 零 ， 那 来 它 的 绝对 值 不 小 于 
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lal. . 
3， 整 数 a 的 个 位 数 如 果 是 5 的 倍数 ， 那 示 a 是 5 的 傍 
数 。 

4。 试 证 任意 奇数 的 平方 碱 1 是 8 的 倍数 ， 

5。 试 证 3|#ka+1)(28+1)， 这 里 rz 是 任意 整数 ， 

6。 假 定 wa，p，c， 避 者 是正 整数 ， 并 且 a<b:，a= ced， 
em 求证 gg < ， 

7， 候 如 5 是 奇数 ， 那 未 c=d4mz+l 或 =48+3， 

8， 试 将 数 1112 用 底 12 及 底 2 表示 

9， 假 定 d，…，d 是 + 的 全 部 正 约 数 ， 坛 证 

(dd = 


§1.2 最 大 公约 数 、 最 小 公 倍数 


上 节 我 们 是 讨论 一 个 数 的 约 数 、 信 和 数 ， 这 节 我 们 来 讨论 
若干 个 数 的 约 数 、 售 数 ， 

假定 c 是 a 的 约 数 ， 同 时 又 是 5 的 约 数 , 即 c | a，c 16， 
那 来 c 就 叫做 a， 的 公约 数 ， 因为 任 一 非 零 数 的 约 数 只 有 
有 穷人 个 ， 所 以 a，bta， 训 不 同时 为 0》 的 公约 数 记 具有 有 穷 
个 ， 其 中 最 太 的 公约 数 ， 叫 做 最 -大 公约 数 ， 用 如 ， 刀 来 表 
示 ， 旺 然 (rz， 久 是 唯一 的 ， 当 人， 妃 = 工时 ， 我 们 叫 5， 避 互 
质 . | 

获 如 (2， 一 18) =6， (25，36) =1， 即 12， 一 18 的 最 
大 公约 数 是 6， 而 25 与 36 互 质 ， 又 因为 tg， =1， 所 以 
1 与 任何 数 互 质 ， 

由 定义 我 们 容易 得 知 
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(a, 0) =| fj (a, DEl, 
如 内 如 是 a 的 倍数 ， 那 林 (6， 已 =1s |， 再 假如 
a= gbtr, 
那 末 
ta PD = (ph, rn) 
这 是 因为 lx， r， 又 因为 (a， 嫩 | 4， 所 惧 (a 中 | 性 ?7). 
同样 。 因 为 全 ; | ga， 个 ， 5， 所 以 全， D1 站， 因此 
上 式 成 立 ， 
任意 二 仿 数 的 最 大 公约 数 可 以 用 下 面 欧 几 里 得 (Euclid) 
算式 求 得 ， 
假定 a，468 的 任意 二 个 正 数 ， 出 $1.1 定 理 2, 我 们 有 
整数 8z>1, 使 得 


如 一 日 看 十 六 9 0<ri<cB， 

b= gars — Fi Or fri 

nn et (13 
二 Dr 1 


的 一 1 一 信和 
由 上 面 第 1 式 ， 我 们 有 人， 忆 = 印 ，r0 ， 因 此 我 们 得 
他 = Cb, Fr) = rts fa) 《二 
即 x 就 是 所 求 的 lt， 妨 ， 这 就 是 说 求 sa, 5 的 最 大 公约 数 可 
以 用 殉 几 里 得 算法 ， 最 后 得 到 的 除数 7 就 是 所 求 的 (0， 抱 ， 
例 1 求 525，231 的 最 大 公约 数 ， 
解 ”由 


525= 2*23]1 + 03 
231=3*63+ 42 
63=1*+42+21 


42=2.21, 


(525, 231) = 21, 

由 上 面 哆 儿 果 得 算法 ， 我 们 还 得 到 十 面 关于 最 大 公约 数 
的 一 些 基 本 性 质 . 

定理 1 mp 的 任意 公约 数 是 它们 的 最 大 公约 数 (o 四 
的 约 数 . 

这 是 因为 如 果 c1c,，c15, 由 和 显然 | 7, 又 因为 cl| bp 
elr 所 以 clra， 这 样 继续 下 去 ， 最 后 我 们 就 得 至 c1”w%， 记 
以 c lta, DD. 

例 2 试 证 (a, 量 = (a，6+RRo)， 这 里 名 是 枉 音 整数 . 

证 设 ia, 四 =d，(a， b+hg) =d'， 因 为 dl oa, 可 
所 以 d+ kha) ，。 因 地 d1d’，。 间 样 ，d'1d; 于 是 仇 成 立 ， 

定理 2 ta, De= (oc, be}, ce>0 

这 是 因为 用 e 乘 人) 中 各 式 ， 那 末 (D 中 由 b ri 就 变 成 
acs be, ries 所 以 (ac，pc) = Ca, Ne. 

壁 如 (人 12，-18) = (2， 一 3)6=86, 

定理 3 假定 (a, 及 =1， 那 未 (ac, 站 = (oe, 加， 

证 明 因为 (4c， 站 | ac， (ac， 和 18 所 以 

toe, DL ae, bo) = ta, De= 0, 
再 因为 wc， 好 18， 所 以 (ac， 下 | te， 六。 

又 (ce， 电 | cc，{c， 把 15， 所 以 (ce， 加 1 (ac， 罗 ， 王 是 
(ac， 让 = (ce， 总 ， 因 此 定理 成 立 ， 

车 如 《300，--18) = (12.25， 一 18) = (12, ~ 18) = 6， 

由 上 定理 我 们 很 容易 得 出 下 面 几 个 常用 的 钱 时 . 

当 8| ac 时， 如果 人 如 ， 刀 = 1， 我 们 就 有 5 ec， 这 是 因为 
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(tac，) =5， 再 由 上 定理 (ec, 六 = te， 和 站， 所 以 《ce， 和 = 
5b， 因 此 5 |e. 

又 当 gle,， ble 时 ,如 果 (a， 站 =1, 我 们 有 ob1ce， 这 是 
因为 从 alc 得 c=act 所 以 51ac， 因 此 pc 于 是 
oblaoco, 妈 ob le. 

及 当 (a， 让 =1，， 0) =1 了 时， 我 们 有 (ab，c) =1， 这 
是 头 为 由 上 定理 ，(obg，c) = 避 ，c) =1. 

再 如 果 (g。 次 =1， 那 末 (a5，a+ 有 六 =1， 这 是 因为 由 
(a G+ 站 =1，{p，a+ 加 =1， 我 们 有 (gb,， a+ 纺 =1, 

定理 4 假定 c(>> 的 是 整数 a， 的 公约 数 ， 那 末 


[4 6) = (Ca, Bb) 


Lt CC [a 
证 明 因为 
全， 也 ce=- 过 es .0) = 0, DD), 
所 以 定理 成 立 . 


特别 ， 假如 c= (ao， 扣 ~d， 那 末 (S， 沁 ) = 1, 反 这 
米 ， 如 果 ( 号 ， 卫 ) = 1， 那 玉 c= (a, 从， 这 就 是 下 定理 ， 


定理 5 假定 c>0， 那 末 (Q， 之 ) =1 的 必要 充分 条 
件 是 c= (a, 中 . 
从 欧 几 里 得 算法 便 推 ， 我 们 容易 得 到 下 面 重 要 定理 ， 
定理 6 假定 (a =d， 那 末 有 整数 x, y 存在 ， 使 
ax tby=d. 
警 如 由 例 1 ， 我 们 有 


21=63—1 :42=63—1]* (231—3.+ 63) 


=4v63-1。281 -= 4(625 一 2 。23 拉 一，231 I 
=4 525— 9 + 231, 
即 525 +» 4+ 231(— 9 =21. 


当 (a， 扩 =1 时 ， 我 们 有 ax+by=1， 反 过 来 也 成 立 ， 
于 是 (a， 站 = 1 的 必要 充分 条 悄 是 有 整数 x, yy 局 ax by=+ 
成 立 . 

蕊 如 14:2+9(- 3 =1， 所 以 (14， 风 = 1. 

例 3 假定 o>1，m, # 是正 整数 ， 试 证 

. {0 1, ol = 1, 

证 当 w=4 时 ,等 式 显然 成 立 , 假定 >n， m= gntr， 
于 基 

的 一 = (a Da "+o "*—1 
= (om a "+t (~ Do + m1 
= (1 a to 二 十 0 十 下 一] 

因此 

{ar— 1, or—1)}= (om 1, ol)= (~ 1, ol-1)=. 

= (0-1, oo-1)=o—1. 

这 里 d= (ma， 雹 ， 所 以 例 成 立 ， 

上 面 是 介绍 二 个 整数 的 最 大 公约 ， 任 意 多 个 数 的 最 大 公 
约 也 是 这 样 . 

一 般 # 个 数 ，g,，…，g, 只 要 它们 不 同时 为 零 ， 它们 
的 最 大 公约 数 也 是 唯一 存在 的 ， 我 们 用 (gy，…，a) 表示 。 
当 (，……，g) = 工时 ， 我 们 就 说 mm，…，wm 加 质 ， 假 如 e， 
…， wm 中 任意 二 个 数 都 是 互 质 的 ， 我 们 就 说 a,、…，&a, 两 两 
互 质 ， 我 们 容易 看 到 c，…， 4 如果 两 两 耳 质 ， 当然 a 
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EE 


…，0; 瑟 质 ， 但 wu，…， 互 质 却 不 一 定 两 两 孔 质 ， 

辟 如 (6，10，15) =1， 色 6，10，15 互 质 ， 但 它们 
不 是 两 两 互 质 . 

再 无 穷 多 个 数 m，…，a。，… 回 样 也 有 最 大 公约 数 (cv 
sty dy ee) 

求 三 个 数 m pb ec 的 最 大 公约 数 {a，b5，c)， 我 们 可 以 
根据 

{gs 6 OO = (ta, DD, eo (2) 
求 得 ， 这 就 是 说 先 求 出 a，5 的 最 大 公约 数 (6， 六 ,再 求 出 
(g， 总 ，c 的 最 大公 纳 数 (l(ag，D，0) 就 得 到 所 求 的 (obo) 
了. 

(2》 式 的 证 明 如 下 : 

很 定 (a, 8 0) =di, (ta, 六， = 中， 因为 加 是 人， 四， 
“的 公约 数 ， 而 (o， 六 又 是 a， 加 的 公约 数 ， 所 以 ds 是 ao， 
b,c 的 公约 数 ， 因 此 ds, 三 d,， 再 区 为 员 是 a,，5, c 的 公约 
数 ， 所 以 应 该 是 {3， 恕 ，c 的 公约 数 ， 因 此 是 4a, 昌 ， 品 
的 约 数 ， 即 di 三 ds， 于 是 dj= ds; 所 以 (2) 式 成 立 

根据 定理 6 我 们 很 容易 把 (0，b5，0) 写成 

(gs b, 0) =aoxt+ hyt ez, 
这 里 x HH z 都 是 整数 ， 
一 般 对 于 ”个 数 4&1，*…，a, 的 景 大 公约 数 也 是 如 此 ， 概 
如 {a1 (2) = d,s, (dy a3) = (ds Gn) =d;s 那 末 
《al Ua oo 0) = d,s 
并 且 (0) 也 可 以 写成 
{G9 ey By) = Nt + 


这 里 x ……， 都 是 整数 ， 即 对 于 # 个 数 定 理 $ 同 样 成 立 ， 
11 


定理 5 对 于 ”= 个 数 显然 成 立 ， 

例 4 下 (136，221，391) ， 

解 (136，221，391) = (136， (221，391)) 

= 136, 17) =17. 

我 们 也 可 以 这 样 做 ， 

(136, 221, 391) = (136。，221 一 136，391 一 2，136) 

= (136, 83, 119) =《51，85， 3 全 
=《17，17，34) =17, 

驻 因 为 5，136 一 3。221=17， (~ 22) 。17+1*， 391= 

17， 所 以 
(—110) 。 136+ 66 .221 +1* 391=17. 

上 面 介绍 了 最 天 公约 数 ， 下 面 我 们 米 讨 论 最 小 公信 
数 . 

假定 m0 是 a 的 倘 数 ， 同 时 又 是 5 的 倍数 ， 那 末 m 就 
叫做 9,5 的 公 悦 数 ， 在 a,，5 的 公 和 倍数 中 显 然 不 存在 最 大 
数 ， 但 有 玲 一 的 最 小 正 公 倍数， 我 们 叫 它 做 4, 5 的 最 小 公 
倍数 ， 用 [ee， 区 来 老 示 ， 

最 小 公 和 售 数 与 公 倍 数 之 间 也 有 与 最 大 公约 数 与 公约 数 之 
间 类 似 的 重要 关系 . 

定理 了 aq 吕 的 公 倍 数 是 它们 的 最 小 公 倍 数 5a， 交 的 借 
数 ， 

证 明 假定 是 a， 的 公 倍 数 ， 用 Co, 总 = 和 w 除 得 

R=gm tir, Or<m, 

因为 18，alm， 所 以 a lr， 辣 样 B81lr， 于 是 + 是 4a， 上 8 的 公 
入 数 ， 但 mr 是 a，5 的 最 小 公 悦 数 ,所 以 r=0， 这 就 是 说 让 = 
qm 即 名 是 m 的 倍数 ， 因 此 定理 成 立 ， 
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下 面 是 最 大 公约 数 与 最 小 公 借 数 间 一 个 重要 关系 。 
定理 8 假如 oze>>0， 那 末 
[ge, D(a, b) = ab. 
证 明 假定 Ca， 站 =m，(q 荔 =d， 因 为 alm,， 户 | 
所 以 aB1lma，a8| mb， 因 此 ab [na mm 中， 其 gb| md. 


及 因为 习 a ， 用 -加 即 -只 是 a, 6 的 公信 数 ， 


由 定理 7 ，mm| -号 ， 寺 是 md 16b， 因 此 ab=md， 记 以 定 
理 得 证 . 
辟 如 [6，9] =18，(6，9) =3， 这 时 18x3=6x9. 
特别 , 当 {a， =1 叶 ， 我 们 就 有 [a， 的 = qb, 好 这 时 ob 
是 a， 旦 的 最 小 公 倍数， 及 过 来 ， 假 她 a，5 的 最 小 公 售 数 是 


ap， 那 末 (e,， 站 =1， 玛 此 (ao， 卢 = 1 的 必要 充分 条 件 是 Ca， 
b] = ob, 


下 面 是 与 定理 4 类 似 的 定理 ， 
定理 9 假定 (> 从 是 整数 a，P 的 公 倍数 ， 那 末 


(二 二) -在 
a” bi fa, by’ 
证 明 因为 
(op 
a bb= {kb, ka) 一 下 (Gy b), 
再 由 定理 8 即 得 所 求 式 、 证 毕 . 
特别 ， 当 R= [ao， 交 = 中 时 ， 那 末 ( 巡 ,如 ) = 1， 反 
过 来 ， 姐 果 ( 生 ， 上 ) = 1， 那 来 有 = Ka， 器 ， 这 就 是 下 定理 ， 
定理 10 假定 &>0， 那 来 (本 ， 冯 ) = 1 的 必要 充分 条 
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件 是 &= [ae， 的 。 
最 后 我 们 来 讨论 最 小 公 倍 数 的 求法 . 
由 定理 8 ， 我 们 有 
[fas 2 
因此 我 们 先 求 出 4e， 妨 ， 百 根据 这 会 式 立 即 求 得 Ca， 站. 
专 如 [525，281] = -= 25,231= 5775, 


情 5 谱 c 记 是 非 零 整 数 ， 试 证 有 4 个 整数 hr， 
s 存在 使 
fs— Rr=1, opths=0 
证 假定 ac， 8 都 是 正 数 ， 因为 Ca, 加 (a )=ab， 设 
Cos 本 = 二 SS= 一 g/la， 名 ， 即 得 号 + bs = 0。 再 因为 
R=ob/ata, DD =b/ a, Ds, 
所 以 (8，s) =1， 因 此 有 各 + 《~ 有 局 r=1， 于 是 便 成 立 . 
一 般 # 个 数 @，…，a, 的 最 小 公 倍数 [ai，…，] 也 是 
唯一 的 . 条 定型 7 一 样 , sa，…， 本 的 公 悦 多 是 它 前 最 小 公 借 
数 5e，…，g] 的 倍数 ， 三 个 数 do，p，zc= 的 最 小 公 倍 数 [a， 
5，c， 我 们 可 以 良 泥 
Ce, b, Y= [ta, PY, oe (3) 
求 出 ， 这 就 是 说 我 位 先 求 出 ae, 天 的 最 小 公 倍 ra， 的 ， 再 求 
出 Lo， 加 ，c 的 最 小 公 售 数 5[e， 的 ，o， 就 是 所 求 的 [op 
oO。 
(3》 式 可 与 (1) 奖 似 地 证 明 如 下 ， 
假定 [a，b，c = mm，CLao， 0]=my， 因 为 m; 是 [a 
总 ， 2 的 公 借 数 ， 而 Coa， 交叉 是 a5 的 公信 数 ， 所 以 ms 是 四 
5， ec 的 公 俏 数 ， 因 此 ms 宇 my。 再 因为 to 是 a， 5，c 的 公信 
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数 ， 所 以 文 是 Co， 站 ;cc 的 公司 数 ， 因 此 加 衬 ms， 于 是 mi = 
Hz 所 以 人 3) 成立。 

一 般 # 个 数 员 ，…，a, 的 最 小 公信 和 数 也 是 如 此 ， 假如 
[Loss G2 = m2 ra 0 = ol=W， 那 未 
[os G2 “7 0 = 

假如 a，…，a, 两 两 互 质 ， 那 末 
Egy Gry os Oi) = O03" "de 
殴 如 
[5136，221，391] = CC126, 221), 391) 
= (130922, 391} = C1768, 391) 


= =104。391 = 40664, 


疲 注 意 的 是 对 二 两 个 以 上 的 数 ， 定 型? 显然 成 立 ， 定 再 
9 也 成 立 ， 但 定理 8 不成立， 譬如 (6，18，4) = 2, [6，18， 
a3=36, 但 6*:18，4=432， 


习 题 1.2 


1, 求 (24871，3468) ， (120，504，882)， 
C135, 513, 3114), 
2， 假 定 # 蚌 大 于 1 的 奇数 ， 试 证 坟 ~# 是 24 的 倍数 ， 
3. 假如 ax+By =c， 试 证 (qa, 加 | ce. 
4， 试 证 as，…，w … 的 公约 数 是 它们 的 最 大 公约 数 
的 约 数 ， 
5， 人 很 如 gg; 岛 是 两 两 互 质 的 正 数 ， 试 证 
Cs a = 00 
6， 假 如 La， 的 = 人 mm， 那 末 ( 人 + m) = (g, 全 ， 
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7、 试 证 在 数 烈 a，26，36; "…，Ba 中 ，58 的 倍数 的 
个 数 等 于 (g， 访 。 

8. 求 所 有 满嘴 (x， y) =8, [x yj]=64 的 整数 %， VY 

9 试 证 (@ 29 = a, [Co 的 =[e bY 

10. 假如 昌 ， 0 =1， 那 林 (6,， 80 = (a; 如 {gy 吕 )。 

11。 求 证 l(a， 6, ec) Cab, Be, cn) = (a, BD (etc 四。 

i12， 根 如 (9， 久 =1， 那 未 (0-5 e+ 用 =1 或 2. 

13. 假如 ob ~ qb1= 土 1， 那 末 分 数 - 呈 直 全 -不 能 简化 ， 

1 2 

14， 假 定 (x， 态 =d， 试 证 d 是 所 有 形状 象 f (x， 雪 = 
ax + by 的 整数 中 的 最 小 正 数 ,中 d= axo+ by 这 里 x，y 是 
任意 整数 ， 


$1.3 质数 、 整 数 的 质 因子 分 解 


在 正 整数 1，2，3，4;… 中 , 我 们 可 以 看 到 有 些 数 只 有 
二 个 正 约 数 ， 有 些 数 有 二 个 以 上 的 下 约 数 ， 只 有 1 是 例外 ， 
它 只 有 一 个 正 约 数 ， 也 就 是 说 它 只 能 用 自身 除 尽 ， 

大 于 1 前 整数， 如果 它 的 正 约 数 只 有 1 及 它 自身 ， 我 们 
就 叫 它 做 质数 ， 香 则 ， 也 就 是 说， 陈 1 及 它 自身 外 还 有 其 他 
正 葬 数 的 正 数 ， 我 们 叫 它 做 合 数 ， 因 此 1 既 林 是 质数 ， 也 不 
是 合 数 ， 它 在 正 整 数 中 非常 特殊 . 

譬如 ，2,， 3，5，7，11，… 等 都 是 质数 ， 而 4，6，8 
9 ，10，… 等 都 是 合 数 ， 人 避 数 中 只 有 2 是 质数 ， 其 余 都 是 合 
数 ， 

下 面 我 们 记 说 前 数 都 是 大 于 工 的 正 辑 煞 ， 
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任意 数 e 的 最 小 约 数 g( 汪 了 D 是 质数 ， 因 为 如 果 4 不 是 
质数 ， 那 末 它 就 有 的 数 gq lg gq 显然 @i 又 是 6 的 药 
数 ， 这 与 gg 是 a 的 最 小 约 数 的 假设 不 合 ， 因 此 e 是 质数 .于 
是 任意 数 g 最 少 有 一 个 质 约 数 ， 这 是 六 为 如 果 a 不 是 质数 ， 
那 末 它 的 最 小 的 正 约 数 就 是 它 的 质 约 数 . 

定理 1 根 定 a 是 合 数 ，g 是 它 的 最 小 正 约 数 ， 那 末 . 

qa. 

证 明 因为 g 是 a 的 约 数 ， 即 gla， 所 以 我 们 有 a= 
ga， 显然 这 里 g, 宇 gq， 于 是 se 莹 93， 这 就 是 说 4 三 va， 因此 
定理 成 立 ， 

例 1 假定 * 是 合 数 ， 试 证 # 位 数 11…11 也 是 合 数 ， 

个 

证 讽 x= 员 ， 那 未 

10"-1= (0-1= 0~D (oer 107+1)， 
基 

901111) = (111} OED 40 + 1), 

个 a 个 
所 以 
ell = 11°%11 (ORD ret 10+1). 
a 

因此 俩 成 立 ， 

村 注意 的 是 这 俩 的 道人 不成立 ， 璧 如 3 是 质数 ， 但 111 = 
3*37 是 合 数 . 

合 数 显 和 做 有 无 穷 多 个 ， 丑 如 偶数 以 及 任意 数 m 的 倍数 者 
有 无 穷 个 ， 此 外 我 们 还 有 ; 

定理 2 对 于 任意 数 n(>1) 有 5s 个 相 邻 的 合 数 ， 
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证 明 因为 个 数 

人 十 3 二 2。 (十 1 十 3 《十 1 十 在 十 二 
都 是 合 数 ， 庚 以 定理 成 立 ， 

璧 如 n=4 时 ，122，123，124，125 是 4 个 相 邻 的 合 
数 ， 当 然 ”24，25，26， 27 也 是 4 个 相 邻 的 会 数 ， 相 邻 的 
质数 除 2 ， 3 外 显然 不 存在 ， 但 我 们 有 : 

定理 3 质数 有 沈 穷 多 个 . 

证 明 假定 bp 是 性 一 质数 ，g 是 a= pl+1 的 质 约 数 ， 
因为 外 总， 扩 以 9>> 和 名 这 就 是 说 对 任意 给 出 的 质数 还 有 比 
它 大 的 质数 ， 因 此 质数 的 个 数 是 万 究 ， 于 是 定理 成 立 ， 

同样 我 们 还 有 下 面 更 广泛 的 结果 ， 

定理 4 形状 象 48-1 的 质数 有 无 穷 多 个 ， 

证 明 假定 41 一 1， dzz~1 4 傣 ~ 上 是 不 大 于 
4n-1 而 形状 与 它 一 致 的 所 有 质数 ， 辐 定理 3 的 证 明 一 样 ， 

G= 4( 生 让 一 二 (anol) (dm 1)—1 
有 不 同 二 49; 一 1， 了 =1，+**…'，， 的 质 因数 ， 显 的 4 的 质 因 
数 是 奇数 ， 但 奇数 可 以 写成 4n+1 或 4f-1， 而 
(4+)(4m+1)=4(4dimtit+m) +1 
所 以 a 的 质 因 数 中 不 能 都 是 41+1 形状 的 ， 其 中 必 有 形 如 
4# 一 1 的， 因此 内 理 成 立 . 

间 祥 ， 形 如 4#=- 1 的 质数 也 有 无 窃 儿 个 。 

1837 年 狄 利克 直 (G.L，Jiricpief，1805 一 1859? 证 明 ; 
假如 (a，d) = 1， 那 末 形 状 象 p=xot+ di, 1 是 正 上 整数 的 质数 
有 无 穷 多 个 ， 也 就 是 说 ， 在 以 a 为 普 项 ，4d 为 公差 的 算术 级 
数 中 有 无 穷 包 个 质数 ， 这 就 是 著名 的 狄 利克 雷 的 算术 级 数 的 
质数 定理 ， 
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又 不 天 于 正在 数 mr(> 了 的 质数 的 个 数 通 常用 上 (但 喜 
示 ， 辟 好 XT (3 =2,， X00D=4, 7 (00 =25, x (1000) = 
168， 它 没有 一 个 精确 的 表达 式 ， 但 当 # 非常 大 时 ， F ( 夫 与 


hn sp 
-Togn 这 似 ， 克 切 地 说 就 是 


加 oT 
lim— 1 
LT Lj 


log 所 

这 就 是 著名 的 质数 定理 , 这 定理 大 约 是 在 1793 年 高 斯 (C.F. 
Ganss，1777 一 1855) 与 勒 朗 夭 (A. M. Legendre,， 1752~ 
1833) 作为 猜想 提出 的 .一 百年 后 ， 1896 年 才 由 法 国 数 学 家 
位 达 马 .Hadamard，1865~1963) 及 德 拉 威力 伯 柔 (C，de 
la vall 和 Poussin，1866 一 1962) 同时 独立 地 证 明 ， 1948 年 
挪威 数学 家 空 尔 伯 (A&，selbarg) 与 匈牙利 数学 家 爱 推 其 
《PE. Erdos》 另 有 初等 证 明 ， 就 是 这 个 所 谓 的 初 竺 证明， 在 
这 星 我 们 也 是 无 法 介绍 的 

一 个 数 是 否 是 质数 ， 我 们 还 没有 一 般 方法 来 判别 ， 主 要 
原因 是 质数 在 正 整 数 中 分 布 的 情况 很 不 规则 ， 有 些 癌 题 到 现 
在 还 没有 得 到 解决 。 辟 如: 

高 斯 萝 发 现在 第 26379 个 一 百 中 没有 质数 , 但 在 第 
27050 个 一 百 中 却 有 17 个 质数 ， 比 在 第 3 个 一 百 中 还 赂 一 
个 ，1846 年 白 特 阐 (Bertrand) 惫 推测 当 2 6 盖 7 时 ,与 20-~ 
2 之 间 至 少 有 一 个 质数 ， 切 比 雪夫 (II, A. veiHuren,，1821~ 
1894) 站 1852 年 证 明了 这 个 猜测 。 杰 波 夫 (Desioves) 猜测 在 
2 与 (6+1)' 之 间 至 少 有 二 个 质数 

再 如 

3, 53 5，7; 11, 13; 17, 19; 29, 31} 
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41, 43; … 10016957，100169595 ，…， 
等 等 ， 相 邻 的 两 个 交 数 同时 为 质数 ， 这 样 的 数 册 做 窒 质数 ， 
学 质数 是 否 有 无 穷 才 个 ? 自前 我 们 知道 的 最 大 亭 质数 是 ， 
297 « 25%— 1, 297* 2%6+1 

上 漳 这 质数 是 其 差 为 2 的 质数 对 , 问 样 其 差 为 6 的 质数 对 
有 : 

5, 11; 7, 13; 11, 17; 13, 19; 17，23 23, 293 

31, 37; 37, 43; 41, 47; 47, 53; 53, 59, 61, G7 


是 否 有 无 数 对 ? 

又 如 

4=2+2, 6=3+3, 8=3+5, 10=5--5, 12=5+?, 

14=7+7, 16=S+1il1l, 18=5+13, 20=7+ i3, 
等 等 ， 2 以 上 的 侦 数 是 否 孝 可 以 写成 两 个 质数 的 和， 这 是 
1742 年 守 特 找 黑 (CGoldbach，1690~1764) 提出 前 猜测 ， 
是 数学 史上 有 名 的 吉 特 氢 黑 问题 ， 也 是 数论 上 里 而 未 沈 的 
问题 ，1965 年 陈景润 证 明了 ， 所 有 侦 数 (充分 天 ) 是 一 个 
质数 与 另 一 数 的 和 ， 后 者 或 是 质数 ， 或 仅仅 是 丽 个 质数 的 乘 
积 . 

对 一 个 纵 册 的 数 我 们 可 以 用 下 面 方法 求 出 所 有 不 大 于 它 
的 质数 ， 因 而 也 就 判别 了 它 是 否 是 质数 . 

候 定 o 是 尾 一 数 ， 我 位 先 殷 所 有 不 超过 a 的 正 数 依 大 、 
小 顺序 写 出 : 

1 2; 3, d, By Bs Ty ooo ,0 

再 把 1 划 去 ， 剩 下 来 的 第 一 个 数 是 2 ， 妈 为 它 没有 小 于 自 丹 
的 约 数 ,所 以 它 是 质数 .又 从 2 起 划 去 所 有 2 前 俏 数 ， 独 下 
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来 的 第 一 个 数 是 3， 它 不 是 2 的 倍数 ， 所 以 它 是 质数 。 这样 
继续 下 去 , 当 我 们 把 所 有 小 于 wa 的 质数 的 倍数 划 去 后 , 刹 下 
来 的 数 就 是 所 有 不 大 于 za 的 质数 ， 这 是 因为 报 据 定理 1， 算 
总 小 于 4 的 合 数 都 有 小 于 wa 的 质 避 数 ， 当 我 们 划 靶 所 有 小 
于 we 的 质数 的 倍数 时 ， 它 已 被 划 去 不 复 存 在 了 ， 这 就 是 所 
请 的 爱 拉 托 散 “(Eratosthenes， 约 274 一 194 B.C.) 的 筛子 
法 ， 这 种 方法 逐步 把 质数 求 出 来 。 好 和 象 是 用 馆子 从 整数 中 把 
质数 复出 来 一 样 ， 它 是 希 腾 时 民 受 拉 托 散发 明 的 ， 

鞋 如 6=30， 这 时 wa <6， 在 

1 2, 3， 半 ，5， 和 ?了 ， 8，3， 0， 
11， 投 ，13， 扫 ， 拆 ， 航 ，17， 益 。，19，， 
中， 强 ， 妇 ， 路 ， 弧 ， 路 ， 咒 ， 强 ， 强 ， 泊 ， 
中 我 们 把 所 有 不 大 于 6 的 质数 的 倍数 划 去 ， 独 下 米 的 数 
2, 3, 5, 7, 1ls 13, 17, 19, 23,29 
就 是 所 有 不 大 于 30 的 质数 . 

这 个 方法 虽然 简单 ， 但 当 a 较 天 时 ， 计 算 非 常 元 长 ， 因 
而 很 不 实用 ,但 是 会 此 外 。 目 前 还 没有 较 好 方法 . 

下 面 是 质数 的 一 个 基本 性 质 . 

定理 5 假 加 p 是 质数 ，p ob， 那 未 bla 或 p16， 

证 明 假如 pha， 那 未 (4， 加 =1， 因 此 由 $1.2 定理 3 
后 而 结论 ， 我 们 基 得 p| 5， 所 以 定理 成 立 ， 

于 着 我 们 不 难 推 得 假如 质数 p | pt 加 如: 这 里 pb; 都 是 质 
数 ， 那 末 p 必定 能 够 除 尽 基 个 p， 即 p |p， 又 因为 ps 是 质 
数 ， 所 以 p= py， 这 就 是 说 假如 p1 pipy…ip,， 那 未 p= pp 

以 上 定理 非常 重要 ， 很 多 方面 都 需要 它 . 

例 2 假定 pp 是 质数 ， 试 证 满足 


a1 


m= ph! 
的 正 束 数 a, 不 存在 . 
证 我 们 用 反 证 落 ， 假 定 碳 两 正 整 数 ,上 使 
a = ph’ 
成 立 ， 命 g = (a; 妨 ， 即 a=da， b=d5， (nm 0)=1， 代 
入 上 和 式 消 去 中 得 


at = phi, 
于 是 p1of， 所 以 p| a 设 a,= pas， 我 们 有 

gip= bi, 
显然 ih 有， 因此 是 gy， 5 的 公约 数 ， 这 与 la， 把 ) =1 了 矛 
慎 ， 扩 以 俩 成 立 ， 

十 面 是 整数 的 算术 基本 定理 ， 由 这 也 可 以 看 出 质数 在 整 
除 性 理论 中 所 起 的 作用 ， 

定理 6 几 大 于 1 的 正 整 数 ， 除 因数 的 顺序 外 ， 能 够 唯 
一 前 分 解 为 质 困 数 的 隘 积 ， 即 任意 正 煞 

0= pibz*"*p :是 质数 ， 1) 
如 果 4= gg gi 是 质数 ， 
那 末 = s， 并且 Pr，pr: …，b; 除 顺序 外 与 qs，gq2***，9g, 一 
致 . 

证 明 急 如 是 质数 ， (D 显然 成 立 ， 假如 6 是 合 数 ， 
pp! 是 它 的 最 小 正 约 数 , 因 此 pi 是 质数 , 这 时 我 们 有 a= pq， 
如 果 a 是 质数 ， 那 末 (1) 即 告 成 立 ， 如 果 a, 是 合 数 ，ps 是 它 
的 最 小 质 约 数 ， 那 未 @ = taca， 于 是 我 们 有 0= pipz0z， 这 禅 
继续 进行 ， 因 为 ge>a> 四 >…。 所 以 经 过 有 限 回 后 必得 到 
wy= 加 加 如 ， 这 里 pi; 都 是 质 煞 ， 因 此 僻 ) 成 立 ， 即 分 解 的 可 
能 性 成 立 ， 


下 面 对 ”用 数学 归纳 法 来 证 明 分 解 的 唯一 性 ， 

当 r=1 时 ，pP= qi…9， 因为 py 是 质数 ， 所 以 s=1， 
因此 p= qi， 这 就 是 说 当 r=1 时 分解 的 唯一 性 成 立 。 假定 
r+ 1 时 唯一 性 成 立 ， 因 为 

bP hr = 02" "ds: 
这 式 左 边 能 够 用 pp 整除， 当然 右边 也 能 够 用 p, 整除 ， 由 上 
面 定 理 5 后 面 的 结论 。 我 们 得 知 pi 能够 整除 9， 41， …， 
和 中 某 一 数 ， 假定 p191， 因而 p1=qx， 从 上 式 两 边 消去 
pr 我 们 就 有 

Dba'"'p, = qa "gs 
根据 妇 纳 法 假设 得 r 一 1=s-1， 并 久 适 当 调换 顺序 可 以 使 
p= r=3 并 且 p=g，i=1，%， 
ss Fs 
所 以 分 解 的 唯一 性 成 立 ， 

定理 证 球 . 

假如 把 (1 中 相同 质 烤 党 中， 我 们 就 得 到 
- G= pripb2s* pik, 

Ps 9 所 是 互 异 质数 ， 这 个 起 叫做 a 的 标准 分 解 式 或 标准 
表示 式 ， 其 中 a 是 p; 在 a 的 最 高 曼 ， 我 们 又 常用 pto) 表 
示 ， 即 全 = 站 (四 。 

譬如 5775=3，5?v7，*11，40664= 23，13 。17.23。 

利用 标准 分 解 式 ， 我 们 可 以 得 色 下 面 关 于 约 数 划一 些 基 
本 性 质 ， . 

我 们 不 难得 知 ，d 是 a 的 正 约 数 的 必要 充分 条 忻 是 

d= pit pi ple, 
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这 样 一 切 可 能 的 数 就 是 6 的 所 有 正 约 数 ， 手 是 a 的 正 约 数 的 
个 数 


& 
了 了 (四 = tt (at) = |] (+b; 


[a 


0 的 所 有 正 约 数 药 和 
1 oh . 中 名 
SD = Pipt= Pl 2 pw 
UP 0 | th™ 


Pl, Pt] TT pl 
pr-1 pi~1 -DH 太一 
这 里 我 们 引用 了 等 此 数列 求 和 公式 ， 
假 好 gj，…，garw 是 6 的 所 有 正 约 数 ， 命 a=a.of， 那 
末 ry df co 显然 也 是 # 的 所 有 正 约 数 ， 于 是 6 的 所 有 正 
芍 数 的 莱 积 


PD = ag gre = (ara) {qo02) + (Or co Om) 


a a ra 
"一 一 
Y (四 个 
辟 如 a=60=2:。，3，5， 这 时 
TW = (2+170+D (+1D)=3.2.2=1°?, 


Sa = 2 =1 。 3 ， 于 =7.4.6=168, 
Pla) = 605 = 46656000000， 
实际 上 60 的 正 级 数 是 
1，2，3，4，5，6，10，12，15，20，30，60， 
读者 试 以 此 验证 上 面 的 绪 果 . 


再 利用 标准 分 解 式 我 们 也 很 容易 求 出 若干 个 数 的 最 大 公 
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约 数 及 最 小 公 倍 数 . 
假定 
a= :pli pon, b= pir pn pan 
这 里 a;，b; 都 是 正 整 数 ， 其 中 有 的 可 能 为 o， 那 末 

(a, DD = piipiseepins Ca BD) = pi plrees per 
这 里 e 是 gs，P; 中 较 小 的 数 ， d; 基 员 ， 5 中 远大 的 数 ， 即 

oi= min(tas 6 di= max ta, bi). 

苹 如 c=136=23。17， 上 =221=13。17， c=391= 
17,23， 于 是 人 ae，b， 四 =17, [a, b, 门 = 如，13。17。23 三 
40664， 这 铺 果 与 前 面 求 得 的 一 致 

当 g,， 上 6 互 质 ， 即 (a， 六 =1 时 ， 我 们 命 

a= pi pip b= gg, ds b>o 
这 里 Pis 3 prs Qi» "sy Gs 是 互 异 的 质数 ， 于 是 
ab = pheeep + gene ph 
是 吧 的 标准 分 解 式 ， 因 此 我 们 有 
TAD =TOO Th, Sh =S(0 ， SO) 
并 且 PPGob) = (DE = (aD 
=Pla rm. PTe. 
要 注意 的 是 当 (9， 介 关 1 时 ， 上 面 三 个 公式 是 不 成 立 的 。 劈 
如 =535=3。52。7，b=231=3，7。11， 于 是 ab=3:。 
S7711， 所 以 TCoD) =54，S (oh = 275652， 显然 T tab) 
TDTOHD,. Sh AS Ds eH). EP APO DT . 
PlDT™, 
例 3 假定 整数 o>>2， 试 证 $ 四 委 pw a 
证 假如 4= 2*，8 宇 2， 那 末 ， 
Sa) = 2 -1g 2 0 = a. 
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人 已 如 0= jb 是 奇 质数 ， 那 末 


一 般 假如 &= 2 六 9， 于 是 
S (a= 5 2°) 5 (pS (pe 
S20 Do phiv pip pr = 
证 毕 ， 


可 题 1.3 
t+， 试 求 21560 的 正 约 丈 的 个 数 及 共 利 ， 
2， 试 证 pC,= - 卫 由 二 也 汪 直 =-7+1 能 够 用 发 整 除 ， 
+] 


这 里 p 是 大 于 ?的 质数 . 
假如 +y =axy 有 正 整 数 解 ， 试 求 o. 
、 假如 3 jc +52， 那 来 319，31p， 
， 求 上 共有 10 个 正 约 数 的 最 小 正 数 ， 
， 求 所 有 正 级 数 的 和 等 于 15 的 最 小 正 数 . 
. 求 所 有 正 约 数 的 积 等 于 64 的 一 切 正 整数 ， 
383， 证 明 一 个 正 整 数 等 于 它 的 内 有 正 约 数 ( 除 该 数 自 身 
外 ) 的 积 的 必要 充分 条 件 是 这 正 整 数 是 一 个 质数 的 立方 或 是 
两 个 不 辐 质 数 的 乘积 、 
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PF si J 


3， 假定 o， “是 任意 吉 数 ， 求 证 

max (min(a; HD, mintas DO)=minta, maxtb, 0) 

10. 试用 标准 式 证 明 [C(Ca, 人 总，(ay j= 人 0， 四，c) 

11， 试 证 对 于 任意 正 整 数 &， 不 论 多 大 ， 总 有 无 穷 多 个 
数 sg， 使 得 

全 十 1 ， *", Gt+E—1 

中 没有 一 个 质数 . 

12. 根 定 #4 之 2， 试 证 4 与 所 之 闻 至 少 有 一 个 质数 ， 

13、 试 证 形 如 3n+2 的 质数 有 无 穷 多 个 ， 

14， 一 个 数 从 左 名 有 读 与 从 右 向 左 读 得 出 同一 数 ， 别 敌 
加 文教 ， 车 如 12321，12343231 都 是 回 文 数 . 

1) 两 位 数 的 加 文 数 有 多 少 个 ? 

2) 三 位 数 的 回 文 数 有 多 少 个 ? 

3) # 位 数 的 回 诡 数 有 多 少 个 ? 


4 1.4 完全 数 、 梅 审 数 、 旨 马 数 


上 节 我 们 介绍 了 正 整 数 & 的 记 有 正 约 数 和 S to) 的 公式 ， 
多 为 o 的 约 数 包括 1 及 它 自身 ,所 以 当 a>1 时 ,SS (0) 六 q+1. 
要 如 (四 =at+1， 球 末 &g 就 是 质数 了 ， 假如 SO) = 2 a; 
我 们 就 叫做 完全 数 . 

图 如 6=1+2+3，28=1+2+4T7+14， 

所 以 6，28 都 是 完全 数 ， 
下 画 我 们 来 考虑 完全 数 究 竟 是 那 一 种 形状 的 致 ? 
假定 a 是 颂 完 全 数 ， 命 
g=2"k, nl1, (2, B=1, 
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因为 
St = S05 = ("1!- DS, 
Sa) =2a=2""1h, 
扬 以 


2 R 
5 Ch) = 9"t1—1 =R+ 2n+1 一 1 


因为 8 (0 是 整数 ， 所 以 -3 一 也 是 整数 ， 因 此 它 是 的 
约 数 ， 但 5 (凡是 有 的 所 有 约 数 的 和 ,所 以 请 只 有 二 个 约 数 ， 


一 个 是 自身 ， 另 一 个 是 - 吉 r 二 了 ， 因此 名 是 质数 ， 并 且 


到 二 一 =1， 即 有 =231-1， 于 是 Ga= 2 各 (2 一 1)， 


反 过 求 ， 假 如 =2(21 一 二， 玉 = 2 一 是 质数 ， 那 
来 

Sn = 32) = S005 (A) = 021— 1) (E+1) 

= (1 2 ga, 

国 此 ga 是 完全 数 ， 于 是 我 们 有 ， 

定理 1 正 整 数 < 是 侦 完 全 数 的 必要 充分 条 件 是 

G= 22f2n4tt 1), sl, 

并 且 2**1-+ 是 质数 ， 

于 是 求偶 完全 数 的 问题 就 归结 于 求 形状 是 2" - 1 的 质数 
的 问题 ， 但 是 # 要 满足 什么 条 件 ，2" 一 1 才 是 质数 呢 ? 

定理 2 假如 ?~1 是 质数 ， 屠 玉 m 是 质数 . 

证 明 ”我 们 用 反 证 法 来 证 明 。 假如 % 是 合 数 ，m = ob 
那 末 . 
2* 1= 201= (2 一 D D1), 
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但 1<2~-I 之 2"-1， 这 与 各 -1 是 质数 的 假设 不 合 ， 所以 
m 应 该 是 质数 ， 因 此 定 旭 成 立 . 
要 注意 的 是 上 定理 的 道 是 不 成 立 的 ， 也 就 是 说 当 疡 是 质 
” 数 时 ，2*~1 不 一 定 是 质数 ， 壁 如 2 一 1=2047= 23x 89. 
当 是 质数 时 ， 形 状 介 2 一 1 的 数 叫 敌 梅 审 (M，Mers- 
stne* 1588 一 1648))》 数 ， 用 必 , 表示 ， 即 
M,=2%—1, 
因此 ， 梅 审 数 有 的 是 质数 ， 有 的 是 合 数 ， 远 今 知 道 是 质数 
的 ， 只 有 
p=2, 3; 5;, 7 13, 17, 19, 31, 61; 89, 107, 127, 
521，607。1279，2203。2281，3217，4253，4423， 
3689，9941，11213，19937，21701，23209，44497 
时 的 27 个 ， 从 第 13 个 梅 审 数 起 都 是 1952 年 以 后 借 助 电子 
计算 机 陆续 发 现 的 ， 第 27 个 梅 审 数 是 1979 年 得 到 的 ， 它 是 
13395 位 避 的 非常 大 的 数 ， 
于 是 定理 1 可 改写 为 5 是 从 完全 数 的 必要 充分 条 件 是 
ae， 


并 且 好 ,是 质数 .因此 偶 完 全 数 由 质 梅 审 靳 唯一 次 定 ， 
所 以 ， 侦 完全 数 迄 今 知道 的 也 只 有 27 个 ， 再 直到 现在 还 没 
有 出 现 一 个 奇 完 全 数 ， 关 完 全 数 是 否 存在 也 是 数论 中 没有 解 
决 的 难题 奇 完全 数 也 许 有 ， 现 在 只 知道 恕 当 有 ， 它 必 大 于 
10'"”， 并 且 至 少 有 8 个 不 同 的 质 因数 . 
一 个 正 整 数 a 如 果 它 的 所 有 正 约 数 的 和 是 a 的 & 售 , 其 


中 ”如 泉 夺 4 位 对 数 志 ， 岗 只 能 得 13394 位 ， 
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SCD = kha， 那 玉 & 虽 散记 午 完 全 数 . 第 1 个 3 重 完全 数 是 
120, 欧 拉 找 岂 的 第 2 个 是 672， 第 3 个 是 523776， 第 一 个 4 
重 完全 数 是 30240， 这 种 重 完全 数 现 在 时 有 出 现 . 

与 梅 审 数 形状 类 似 的 是 2"+1 形状 的 数 ， 它 吓 质 数 时 ， 
8 应 该 具备 什么 条 忻 ? 

定理 3 假如 如 +1 是 质数 ， 那 末 严 是 2 的 者 ， 即 

他 一 22 
证 明 假如 m 有 琳 约 数 9，m= gr， 那 未 
2"+1= (295+1= (2+ 1) (2 MD +1)， 

但 1<2+1<2*+1， 这 与 2*+1 是 质数 的 假设 不 合 ， 所 以 
如 缀 有 坷 约 数 ， 因 此 定理 或 立 。 

形状 人 象 22+ 1 的 数 ， 叫 烙 费 世 数 ( 卫 ， 了 PP，Fermat，1601 
一 1665)， 用 五 , 表示 ， 即 

已 =22 +1， 
当初 吐 马 猜测 所 有 费 马 数 都 是 质数 .1732 年 欧 拉 {IL, Euler， 
1707 一 1783) 兴 出 
2 +1=64Lx 6700417 

否认 了 费 马 狂 测 ， 于 是 费 马 数 也 与 梅 审 数 一 料 ， 有 的 是 质 
数 ， 有 的 是 合 数 ， 记 邻 已 知 的 具有 前 五 个 费 马 数 

Fo=3, Fi=65, F,=17, Fs=257, Fs= 65537 
是 质数 ， 此 外 是 否 还 有 费 马 质数 ， 也 是 数论 中 至 今 米 得 解雇 
的 难题 ， 

高 斯 管 证 明 假如 质数 p 是 费 马 数 ， 即 p= 二,， 那 来 正 加 
边 形 可 以 用 圆规 与 直 尺 作出 ， 

关于 杖 定数 、 灌 马 数 还 有 下 而 一 个 重要 性 质 

假如 县 ,， 和 4, 是 两 个 不 同 的 梅 审 数 ， 由 $1.2 例 3 得 
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CM MD = Mn = Mi= 1, 
于 是 我 们 有 ; 
定理 4 任意 两 个 梅 审 数 互 质 。 即 当 m 才 # 时 ， 
Mf MM = 1. 
与 这 类 做， 我 们 有 ， 
定理 5 任意 两 个 费 马 数 起 质 . 
证 明 很 定 m=a+R， 那 来 


2 加 (22 1 


Fs 27"+1 32 十 
= (9) 入 -1 一 人 2242 二 一 于 


即 PC--2， 假 如 避 是 五 RE 的 公约 数 ， 因 为 如 了 wy 
d | ， 所 以 g&i12， 但 已 ,是 奇数 ， 所 以 gd 关 2， 岗 此 了 = 1 
这 就 是 说 Rn， 只 有 公约 数 1， 世 以 (PR，) =1， 于 是 
定理 成 立 . 


习题 1.4 


1。 试 证 不 超过 严 , 的 质 歼 至 少 有 n+1 个 ， 因此 质数 有 
无 旁 多 个 . 

2。 试 证 假如 六 > 2, 那 本 好 没有 质 国 数 3 假如 捉 夫 3， 
那 末 好 , 没有 质 因 数 ? 


31.5 高 斯 图 数 [x] 


假定 < 是 实数 ， 我 们 用 记号 [x 才 示 不 大 于 x 的 最 大 亲 
数 ， 训 做 高 斯 函数 ， 壁 如 


31 


[3]= 3，[2.6 = 2， 后 j-% 


f 一 4.75] 一 一 8，[x] = CCX)) 
显然 下 曾 的 式 子 成 立 . 
X=Tx1+G OSo<ls (xjEx 人 [xl +1, 


机 $1.1 定 再 1 中 g= [7], 因 此 $1.1 的 人 D 式 , 当 b>0 


了 时， 可 议 写 成 = 过 ]5+m 当 p<<0 时 ，4w= -[ 量 ] bir 
例 1 [x+ yi>[Cx) + fy. 
证 设 
x= [x ta, y=Ly + Oa, p<l, 
于 是 
wiry= tx tty tar+p, 
得 0a+ <2， 所 雇 [et+ 有 让 =0 或 1， 因 此 
Cxt+ a = [x+ Cr+ > Ca + Ly. 
定理 1 以 定 x 臣 任 一 实数 ，n 是 正 整 数 ， 那 林 


[J]- 国 
证 明 修 定 a= [ 关 ]， 那 末 


4 和 Eat 1 


因此 
1OSEX<HCGT+1) 
但 sz，#t 妈 +j) 都 是 整数， 所 以 
NaCx] <n(at 1), 
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于 是 


ss oat, 


所 以 -这 -| =a， 因 此 定理 成 立 . 


各 


定理 2 假定 x 是 任意 正 实数 ，# 是 正 整 数 ， 那 末 


+t 
= [nx}, 
上 式 叫 敌 厄 米 特 (C. Hermit，1822~1901) 恒等式 . 
证 明 设 
fw =n -Co -|x+#)- (x+ 


蔡 
mn—1 
-ext i ] 


屠 末 f(x+ 汪 ) 
=tnx+ (ett) -ee xt) Cet 
= oo- (etd) +) 
= Cm -C0 (x+) x+) 
= 了 (他 


因为 当 0<x<< 吉 时， 了 (x) = 0， 所 以 当 0<x< 生 时 ， f(x) 


= 0， 因 此 ， 当 * 是 任意 正 实数 时 ，7 (zx) = 0， 即 厄 米 特 葵 等 
式 成 立 ， 定 再 证 毕 . 
下 而 是 高 斯 函数 的 一 个 重要 性 质 ， 
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定理 3 假定 x 是正 实 数 ，n 是 正 束 数 ， 那 末 自 1 如 x 
的 整数 中 ， 的 代数 有 [ 科 ] 个 . 


证 明 因为 “| 区] 大 芝 < 过 j + 了 


斑 


nu 


于 基 自 1 到 的 整数 中 ，n 的 稍 数 具有 
1 2 [¥]s, 


它们 总 共 { 郑 ] 个 ， 因 此 定理 成 立 ， 
例 ， 求 自 200 到 500 的 整数 中 ? 的 俯 数 的 个 数 . 
3 500 199 
解 四 为 (j=71, [7 -2 
所 以 所 求 个 数 = 71- 28 = 43. 
定理 4 在 乘积 全 中 ,质数 p 的 最 高 客 


?m= 5): (+) 
这 里 pr 三 nn 之 p™ 
证 明 因为 p 是 质数 ， 如 困 能 够 束 除 坟 ， 那 末 必 
定 能 够 整除 1，2,…，# 中 基数 ， 但 1，23, …* 站 中 省 的 倍数 


是 下 面 [三 ] 个 数 
p, 2p, (Jp 
于 是 人世 中 少 的 最 高 医 就 是 
pr2p"* [2 ]p = jc 
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中 户 的 最 高 医 ， 因 此 


pinl) = EE] 十 p((2)! 
再 同样 ， 我 们 有 


wr |= 
< 
w 


名 | Oy, 


bop- ]+ (本 了 


因此 定理 成 立 . 
特别 ， 当 %=8 针 ， 
PP = tt 1 t+. 
例 3 求 50! 中 2 的 最 高 塞 . 


3501) = 25+ 12+6+3+1=47, 
即 501 只 能 够 用 2” 整除 ， 解 毕 . 
到 注意 的 是 定理 3 中 p 假 却 不 是 质数 ， 定 理 不 成 立 ， 辟 
如 n=50，p=4， 出 上 面 计算 得 ”44501) =12+3=15, 这 和 绍 
果 与 上 例 不 一 致 ， 显 然 是 错误 的 。 
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下 闸 是 上 定理 的 一 个 重要 应 用 ， 
定理 5 *# 个 相 孝 正 整数 的 习 积 能 够 用 中 整除 ， 
证 明 假定 s>0， 和 定理 就 是 要 求证 明 


(a+ at (atm a+! (1 
Ld 91 HL 


是 整 数 ， 由 组 合 公 式 得 知 它 是 从 a+# 个 物体 中 每 次 取 4 个 
所 得 的 组 合 数 ， 当 然 是 整数 ,假如 不 用 这 性 质 ， 引 用 定理 3 
也 容易 证 明 ， 

设 p 是 任意 质数 ， 由 定理 3 ， 我 们 有 


pllatnD) = (Se)+ (Se) re 
pe) = [号 [人 + 
eeD= 加 + [二 二 
a 
n> 


这 就 是 说 (a+ 区 1 中 pp 的 最 高 宕 不 小 于 alnti 中 的 最 高 冠 ， 
因此 代 ) 是 束 数 .定理 证 毕 ， 


习 题 1"5 


- 证 明 10001 的 末尾 有 249 个 0. 

， 写 出 301 的 标准 分 解 式 . 

， 求 自 176 到 545 的 整数 中 13 的 倍数 的 个 数 . 
， 求 2 在 &' 一 1 中 的 最 高 毕 . 

， 试 求 满足 3 人 ?= 了 的 休 


c 和 上 ko 
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6。 假如 x 是 实数 ，6 是 整数 ， 那 来 [+ 加 = [Ex] a 
7、 假 如 o 2 是 任意 实数 ， 那 未 

[5o ~ [的 = Ce~ 交 或 [9] - [的 =5a 一 的 上 +1. 
8。 求 证 


(H+ 十 "re th) 1 
Trl Piel Fl 


是 整数 ， 


9。 假定 a, 请 是 互 质 的 正 数 ,求生 
(8)]+ [到 :CDej- ec-De-D 


10. 设 r= 针 ， 试 证 有 无 穷 个 正 整 数 使 (nr 为 质数 
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第 二 章 同 余 理论 - 


上 侣 讨论 整除 性 是 用 约 数 来 讨论 的 ， 而 讨论 的 只 是 个 别 
蓝 数 ， 怎 样 来 全 面 地 考虑 幕 个 的 整数 呢 ? 我 们 用 一 个 固定 的 
数 来 除 所 有 整数 ， 根 据 余数 我 们 可 以 把 所 有 整数 米 分 类 ， 余 
数 相 同 的 同 在 一 类 ， 余 数 不 相 同 的 不 同 在 一 类 ， 我 们 来 讨论 
闻 一 类 的 数 有 那些 性 质 ， 不 同类 的 数 又 有 那些 性 质 ， 这 样 我 
们 就 可 以 全 面 地 来 研究 所 有 的 整数 了 ， 以 后 各 章 我 们 都 用 这 
种 同 余 理论 来 研究 问题 ， 这 章 ， 我 们 介绍 同 余 理论 的 基本 概 
念 及 一 些 基本 性 质 ， 

同 祭 概念 是 高 斯 在 1800 年 前 后 创立 的 , 在 日 常生 活 中 也 
常常 可 以 磁 到 。 艾 如 本 月 2 日 是 星期 3 ， 那 末 9 ，16，… 都 
是 星期 3， 这 是 因为 它们 用 7 除 ， 余 数 都 是 2， 古代 我 国 所 
创 的 干支 纪年 也 是 这 样 的 ， 它 是 只 60 作为 除数 的 纪年 法 . 


$2.1 同 余 概念 与 基本 性 质 


假如 两 个 整数 ae，56 的 差 a- 5 能 够 用 下 整数 nw 整除 ， 即 
m1|ta 下 ， 丑 末 我 们 就 叫 a 与 6 关于 杰 澡 辐 余 ， 用 符号 
c=ptmodr 或 a= 二 bm) 
表示 ， 假 如 a- 不 能 用 mm 整 陈 ， 凤 tm tn 一 丰 ， 我 们 就 说 a 
与 如 关于 模 m 不 同 余 ， 用 符号 
0 于 btmodnm) 或 a 去 b (Om) 
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表示 ， 
譬如 31 二 9 {mod 11) ，31 拓 9(mod 10) 。 
显然 a 与 5 关于 m 如果 同 余 ， 那 末 以 ow 除 a 得 的 余 
数 相 网 ， 如 有 果 不 同 余 ， 那 未 以 下 除 m 5 其 余数 不 相同 ， 肥 
过 来 也 成 立 ， 假 如 a=atmody)， 那 末 a=6+i， 这 里 # 是 
整数 ， 关 于 模 1 ， 任 意 二 整数 a，6 都 同 余 , 即 a=b Gmod1)， 
关于 模 2 ， 侦 数 与 偶数 同 余 ， 奇 数 与 奇数 同 余 . 
闻 剑 与 善 通 的 相等 类 羽 ， 也 是 等 价 关系 ， 满 足下 面 的 等 
价 律 ， 即 
定理 1 同 余 关 系 满足 等 价 律 : 
1) 自 反 律 ， 任意 整数 4 对 于 并 m 与 自己 同 余 ， 即 
da (mod mm). 
2) 对 称 律 ， 假如 4 二 mod my ， 闭 未 B=a(tmod m)， 
3) 忧 递 律 ， 候 如 g==b mod tp) ，b 寺 ce (mod rm)， 那 来 
0 二 0 (mod 1m)，, 
这 包 定 义 可 以 立即 推 得 . 
二 个 辕 模 的 同 余 趟 能 够 与 等 式 一 样 进行 加， 减 ， 系 等 运 


定理 2 假如 a 二 Bfmod ，0 三 总 人 mod 。， 那 末 
tds 二 tb mod my aas bb mod tm) 
ca 三 chi (mod m) ，c 是 任意 开 数 . 
证 明 因为 mmr-00),，m|(a 一 by); 所 以 
mi -b+ (0) WW mi{atg — (bi tb) }, 
因此 ao 二;1 三 b 土 Bb) (mod rm)， 
再 出 吉 ] 人 a 一 5) 我 们 育 mea 一 cB)， 因 此 


cms=cb, (mod mn). 
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及 ， 由 & 寺 Pi (mod JJ， 我 们 有 qa: 三 bg; {mod ty 四 
gs 三 by mod， 我 们 有 es 三 bbyfmod 拉 ， 所 以 mo 王 
64bs mod mm) ， 于 是 定理 成 立 ， 

特别 ， 假 如 a=b Cmod tm) ， 那 末 对 于 任意 整数 f 我 们 
有 

=b" (mod pm) 。 

等 式 两 边 可 以 用 同一 数 来 除 ， 但 同 余 式 不 一 定 能 如 此 ， 
辟 如 从 15 三 9 (mod 6) 不 能 推 得 5=3(mod 的 ， 只 有 在 某 些 
情况 下 ， 才 能 这 样 . 

定理 3 假如 co=cbtmod mm)， 并 有 旦 tc，1m) =1， 那 末 

a 二 b (mod 1m), 

证 明 周 为 miele~ 介 ， 而 (e209) = 车 扬 以 加 1 一 区 ， 
ho=6 (mod my ， 

一 般 我 们 有 

定理 4 假如 eag= 扣 modoy，t， 呈 =ad， 那 末 


a 二 b (mod). 
证 明 由 mjc(a- 及 ,我 人 有 避 -| 寺 (~ 及 ， 但 这 时 


(后: 子 -) = 所 以 他 |(o- 纺 ， 因 此 定理 成 立 ， 

关于 模 不 同 的 同 祭 式 ， 我 们 有 ， 

定理 5 盆 定 cs=zp(ood 中 ， 又 as=scaod 人 ， 划 办 
站 = [mi， 们 ， 那 末 

g=b(mod 局 ， 

证 明 因为 mi 一 ,nltg- 六 ， 于 是 ao-b 是 m,n 的 

公 倍 数 ， 因 此 也 是 它们 的 最 小 公 倍 数 的 信和 数 ， 所 以 
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hl- 相 ， 即 6=5 (mod 局， 定理 成 立 ， 

上 面 这 些 性 质 虽 然 都 很 简单 ， 但 非常 重要 ， 读 者 不 可 等 
闲 视 之 。 

整数 和 的 某 些 整除 性 质 用 辐 余 理论 很 容易 得 出 ， 下 面 我 们 


举例 说 明 . 

例 1 正 整 数 * 是 3 的 倍数 的 必要 充分 条 件 是 它 的 各 个 
数字 的 和 是 3 的 傍 数 . 

证 我们 把 ”写成 


R= G0 +t ld G0 + e+ Gl, 0a<10, 
因为 10 二 1 (mod 3} 所 以 
ot lOt gl0l +t et al! 
+ ot dt A(tmod 3), 
于 是 # 寺 0(mod 3) 的 必要 充分 条 件 是 
mtdt dt + G1 (mod 3). 
证 毕 . 
同样 ， 因 为 10=1(mod 9 ， 所 以 # 是 9 的 倍数 的 必要 
充分 条 件 是 
totoett omod 0. 
譬如 n= 637695， 它 的 各 数字 的 和 6+3+7+86+9+5 
= 36 是 9 的 倍数 ， 所 以 4 是 9 的 倍数 ,当然 也 是 3 的 倍数 ， 
例 2 2 位 以 上 的 数 能 够 用 4 整除 的 必要 充分 条 件 是 它 
最 后 两 个 数字 组 成 的 数 能 够 用 4 整除 . 
局 如 7316=73:100+16， 因 为 100=0 (mod 4)， 
16 三 0 (mod 和， 所 以 7316 二 0 (mod 4) . 
例 3 求 正 整数 上 能 路 由 7 整除 的 必要 充分 条 件 . 
解 ” 因 为 1000 寺 一 1 mod 7) 我们 把 写成 
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n= + ol ral000 4 + ot 000!, 
0 0.<1000, 
即 得 记 求 的 必要 充分 条 件 


(ae tOst ee) ~— Coit 3+ +.*) 
= (~ a=0(mod 7). 
z=0 


璧 如 n=637693= 693+637*1000， 这 时 四 =693， 
=637， 因 为 
go — d= 89 637=56=0mod NN, 
所 以 637693 是 7 的 倍数 ， 
例 4 试 证 x:+ yi =z 没有 都 是 质数 的 解 . 
证 用 反 证 法 ， 假 如 xx=a =b sz=c 是 质数 散 ， 如 
果 g=2， 由 c:-8=a: 得 (ct 站 lc- 六 =4， 周 节 c+b= dt 


c-5=1， 所 以 c= 号 ， 此 不 可 ， 于 是 a,，6 帮 是 奇数 。 因 此 


人 二 1 (mod 4)， 术 三 1(mod 有 ， 记 以 用 + 本 二 2 痉 拓 (mod 4)， 
于 是 2 |c， 这 显然 不 可 ， 这 就 是 说 @， 如 e 不 能 都 是 质数 ， 
全 得 证 . 


习 题 2.1 


1. 假如 a=5 mod rn ， 那 未 人 ， 襄 = 位 ，1) 

2. 试 证 一 个 整数 是 11 的 倍数 的 必要 充分 条 件 是 这 个 数 
的 奇 位 救 字 的 和 与 希 位 数字 的 和 的 差 是 11 前 倍数 . 

3，3 位 以 上 的 数 能 够 用 3 整除 的 必要 充分 条 件 是 它 最 
后 三 个 数字 组 成 的 数 能 够 用 8 整除 ， 

4， 试 求 正 苍 数 # 能 够 用 13 忒 除 的 必要 充分 和 条件， 因而 
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sg J 


判别 13 是 否 是 637693 的 因数 ? 
5， 假定 ae= 28997，8= 39495， 有 人 计算 它们 的 积 
c=1145236415， 这 个 结果 是 否 正 确 ? 
56， 假 定 o,5 是 任意 整数 ， 六 是 质数 ， 斌 证 
(十 站 ?三 本 二 有 (mod 机 


§ 2. 2 ”完全 王 余 系 、 简 化 剩余 系 


假定 m 是正 整 数 ， 因 为 任 一 整数 用 和 去 除 得 到 的 最 小 
非 负 剩 余 必 定 是 0，1，*…，mw -1 中 一 数 ， 也 就 是 说 任 一 整 
煞 对 于 模 UO 必定 与 0, Tv 一 中 某 一 教 同 余 . 因此 我 
们 把 所 有 与 9 同 余 的 数 作 为 一 类 ， 所 有 与 1 同 余 的 数 作 为 一 
类 等 等 ， 以 及 所 有 与 mm- 1 同 余 的 数 作为 一 类 ， 这 样 的 类 叫 
做 关于 模 m 的 同 余 类 ， 显 然 任 一 数 必 定 属于 一 类 而 且 只 属 
于 一 类 ， 再 我 们 容易 得 知 同一 关中 性 意 二 数 都 同 余 ， 不 同类 
中 尾 意 二 数 都 不 同 余 ，a 所 在 的 同 余 类 中 数 是 所 有 形状 象 

a+mi,t 是 任意 整数 ， 

的 数 ， 

对 于 模 mw， 我 们 可 以 把 所 有 整数 分 成 可 类， 从 每 类 中 
任 取 一 数 就 得 到 mn 个 数 ， 这 m 个 数 叫 敌 m 的 完全 璋 余 系 . 
mm 的 完全 剩余 系 ， 通 常 采用 的 是 由 m 个 非 负 的 最 小 整数 0， 
1，2，*"， 人 入 一 1 组 成 的 ， 有 了 时 为 了 计算 方便 ,我们 也 常 取 
绝对 值 是 景 小 的 m 个 数 ， 即 当 t 是 奇数 时 ， 取 


m— 1 #1 
2 *}""s —t, 0 1, 机 


当 1m 是 偶数 时 ， 取 
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， 2 
一 tl wy 1 0 1, ***y “3 
或 一 -2 “es 1 0 1, - 1, 


下 而 是 站 个 数 形 威 人 的 完全 剩余 系 的 必要 充分 条 件 . 

定理 1 上 个 数 a，0z，…，@ 形成 m 的 完全 剩余 系 的 
必要 充分 条 性 是 

1 Ry 2. a¥m mod tm i#¥j. 

证 明 假如 am，m，…， 必 基 婵 的 完全 剩余 系 ， 根 据 定 
名 gi a5 是 从 mw 个 不 同 的 同 余 类 中 各 取 一 数 而 成 ， 
因此 a 的 个 数 是 m 即 记 =m， 又 因为 任意 二 数 g， gi 天 准 
不 同 在 一 同 余 类 ， 所 以 6 关 o (mod m) ， 于 是 必要 条 件 成 立 ， 

反 过 来 假如，ai，…，ow 中 任意 q 关 aj (mood ， 
i 天 jj， 那 末 a，a; 不 在 同一 同 余 类 ， 因此 这 fm 个 数 ol， as 
…， dw 十 分 布 在 mm 个 互 异 的 同 余 类 中 ， 每 类 一 数 , 所 以 my 
02， "tm 是 培 的 完全 剩余 系 ， 充 分 条 件 成 立 ， 因 此 定理 得 
证 . 

于 是 任意 普 个 互 不 同 余 的 数 构 成 m 的 完全 剩余 系 。 

定理 2 假定 6， 06，…，6 蚌 光 的 完全 剩余 系 ， 
(5，mm) =1， 那 末 

ad +b，aazt+b， + aan+b 上 5 是 任意 数 ， 

也 是 mm 的 完全 剩余 系 . 

证 明 ”由 定理 1， 只 要 证 明 aa+6 才 oa;t+b (mod m)， 
i 寺 7 定理 就 告 威 立 ， 于 面 我 们 用 反 证 法 来 证 明 ， 候 如 

oa 十 六 二 6 二 Btmod 1 ij 

那 末 aa=aatmodmD), 但 lg， im) =1， 出 8 21 定理 3 我 们 
邹 得 ws 反 o (mod rp ， 这 与 a， …， 细 是 内 的 完全 剩余 系 的 
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假设 不 台 ， 因 此 定理 成 立 . 

在 和 的 一 个 完全 剩余 系 中 有 的 数 与 全 互 质 ， 有 的 数 与 
委 不 互 质 ， 所 有 与 内 互 质 的 数 梅 成 的 系 , 出 敌 m 的 简化 剩余 
系 ， 因 为 1 与 任何 数 互 质 。 所 以 任意 正 整 数 都 有 简化 剩余 
系 。 再 因为 当 a 与 略 互 质 时 ，s 所 在 的 同 余 类 中 的 数 都 与 m 
互 质 ， 当 a 与 全 不 互 质 时 ，a 所 在 的 同 余 类 中 的 数 都 与 mm 不 
互 质 ， 所 以 简化 剩余 系 中 数 的 个 数 与 原来 所 取 的 完全 剩余 系 
无 关 ， 出 mr 了 歇 一 决定 ， 欧 拉 (L. Euler 1707 一 1783) 用 pw (m) 
来 宕 示 ， 岂 做 欧 近 函数 ， 也 就 是 说 gp (nm 是 表示 所 有 不 大 于 
全 用 与 呈 互 项 的 正 整数 的 个 数 ， 

器 如 不 大 于 5 县 与 5 互 质 的 正 数 只 有 1，2，3，4. 因 
此 p(t5) =4。 又 如 1，3，7，9 是 廊 有 不 大 于 10 且 与 10 瑟 
质 的 正 数 ， 因 此 pgp(10) = 4. 

显然 p(1) =1， 一 般 正 整数 4 假如 基质 数 ， 那 末 gp 
= 一 1， 假 如 基 合 数 ， 那 玉 gO <- 1， 于 是 对 于 任意 数 
#， 我们 有 9 三 x 一 1，。 再 gt =1~-1 的 必要 充分 条 件 是 上 # 
是 质数 . 

局 完全 剩余 系 一 样 ， 我 们 有 ， 

定理 3 记 个 整数 41，0:，…， & 是 mm 的 简化 剩余 系 的 
必要 充分 条 件 是 : 

1 R= pn)s 2. 天 mod 0) ，i 天 让 

3， (AG: 1) =1, 

证 明 因为 qa 对 qjtmod DD， 所 以 gq， gz， rg 中 每 一 
数 备 在 一 同 余 类 、， 再 由衣 =pGm)，{q， 夫 =1， 所 以 my ca 
…， 乓 基 扫 的 完全 剩余 系 中 所 有 与 m 百 质 的 数 ， 因 此 它 是 
mm 的 简化 剩余 系 ， 充 分 条 件 成 立 ， 必 要 条 件 是 显然 的 ， 因 此 
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定理 成 立 . 

于 是 任意 wt 个 与 m 瑟 质 生 双 对 于 沿 不 同 全 的 数 构成 
mm 的 简化 剩余 系 ， 

定理 4 假定 Gs Gz ry yimy 是 mm 的 简化 剩 余 系 ， 
Ca， =1， 那 末 aa，ac:，…，acsmw 也 是 mw 的 简化 莘 余 
系 。 

证 明 因为 @ 才 gmodm)， (9， 增 =1， 所 以 aa 半 
gai(mod m)， 再 因为 (6 = 1， ta 国王 1， 记 以 (aa 
= (gq， 培 = 1， 于 是 由 定理 3，aq，…; Gaym 是 吉 的 简化 剩 
余 系 ， 因 此 定理 成 立 . 

引 骨 简化 剩余 系 的 性 质 ， 我 们 不 难 证 明 下 面 的 欧 拉 定 
理 ， 它 是 1760 年 欧 拉 首先 证 明 的 ， 是 数论 中 一 个 重要 定理 、 
有 广泛 的 应 用 ， 

定理 5 假定 (oo，m) = 1， 那 末 

a =1 (mod m). 

证 明 和 假定 %，%2，。…axow 是 m 的 简化 剩余 系 ， 由 定 
理 4， 得 知 axi，amxo pmp ax 也 基 全 的 简化 剩余 系 ， 于 
是 gx away ax 中 任 一 数 必 与 Xia Nas yg tm 中 某 
数 关于 严 同 休 ， 印 

国人 atom Ni Np em 
= IN Ng (mod rm) 3» 
但 {x，n = 1， 所 以 Coes: “xpowm 1D) =1， 因 此 由 $2.1 定 
理 3， 我 们 可 以 把 KE" om 消去 ， 于 是 定理 成 立 、 

特别 ， 当 m 是 质数 p。 即 m= 时 ，y(P) =p-1， 于 是 
我 们 有 下 面 费 马 定理 ， 它 是 1640 年 费 马 提出 ，1736 年 欧 拉 
证 明 的 . 
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定理 6 假定 《a 2 =1, pb 是 质数 ， 那 末 
op 1=1fmtod p), 

因为 后 面 有 费 马 大 定理 ， 所 以 有 大 把 这 定理 又 喝 做 费 马 
小 定理 ， 

我 们 导 es 滋 上 式 ， 即 得 他 =s(mtod p)， 显 然 当 pla 时 
这 式 也 是 成 立 的 ， 因 此 不 论 & 是 何 数 ， 只 要 户 是 质数 ， 我 们 
有 

oa (mod A), 

要 注意 的 是 上 而 费 马 定理 的 道 不 成 立 , 这 就 说 当 er 1 
(pod 9 时，m 不 一 定 巧 质数 ， 辟 加 2 三 1 {mod 341), 这 时 
341= 11x31 不 是 质数 ， 但 在 某 些 特殊 情况 下 ， 费 马 定理 的 
道 还 是 能 成 立 . 

我 们 先 证 下 夯 性 质 以 备 引 用 ， 

例 1 假如 dU 是 满足 =1(mod 的 沂 有 正 整 数 x 中 
的 最 小 数 ， 那 末 dx， 

证 傅 4=oad+r， 0sr<d， 因 为 

全 = 二 ad = (og, 

所 以 二 1 (mod m)， 于 是 r=0， 因 此 w= ddg， 例 成 立 ， 

定理 7 很 如 外! 三 1(mod mm) ， 并 且 对 于 mr- 1 的 酝 一 
真 约 数 由 如 关 1(naod m)， 那 末 m 是 质数 ， 

证 明 根据 上 例 ，m 一 1 是 满足 z=1tmodm) 的 最 小 
数 ， 出 欧 拉 定理 ， 玉 思拓 1(modr ， 于 是 ym) 法 ~1， 但 
不 论 二 是 何 数 ， 只 要 m>>1 就 有 pl 三 m1， 因 此 gpm 
= 一 1， 这 就 是 涪 m 是 质数， 所 以 定理 成 立 . 

辟 如 ，47 是 质数 ， 可 以 和 根据 上 定理 证 明 如 下 ; 
因为 好 -2= 和 6 的 因子 只 有 1，2，23，46， 肌 
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453 = (47 -2) -={- 人 D2= -1(mod 47)， 
昆 然 45 攻 1 (mod 47)，45: 半 1 (mod 47)}。 所 以 47 蚌 质数， 

再 要 注意 的 是 上 定 强 的 逆 也 不 成 立 ， 即 当 mw 是 质数 时 ， 
可 能 有 #1 一 小 术 w 二 1 (mod yy) ， 忌 如 w= 5，4 =4， 这 时 
4: 二 1 {mod 5). 

例 2 假定 pp 是 质 元 ，g 是 加 -1 的 质 因 数 , 试 证 gq>p。 

证 当 p=2 时 例 晶 然 戌 立 ， 因 上 叱 ， 假 定 p 是 奇数 ， 
因为 g1C27 一 让 ， 岂 以 2? 二 1(mod 四， 四 出 费 马 定 理 得 23 
二 1(modD ;如 果 p=g 那 末 2:"! 二 2r， 这 必然 是 蔬 盾 。 加 果 
g<b， 出 (p， -1 =1 得 

ap+a(q-1)=1, 
因此 2=2%+ D1 (mod oq) 
这 又 是 了 矛盾。 所 以 gq>p， 证 毕 . 

于 是 如 果 g 是 梅 审 数 MM, 的 质 因数 ， 那 末 4>> 上 . 

下 大 是 关于 梅 审 数 与 费 马 数 的 质 因数 的 性 质 ， 是 费 马 定 
理 的 一 个 应 用 ， 

定理 8 梅 审 数 M (bp>2 的 质 因 数 是 28f+1 形状 . 

证 明 假定 g 是 对 ,=2#-1I 的 质 因数 ， 那 末 2=1 
(mod9)， 因 为 bp 是 质数 ， 记 以 它 是 适合 上 关系 的 最 小数， 
但 再 费 马 定理 ，25 =1(mnod 的 ， 所 以 户 i 人 一切 ， 又 因为 g 
是 奇 元 ， 所 以 21tg-1)， 于 是 2p jlg~1) 即 g=2pt+1， 因 
此 定理 成 立 . 

苞 协 导 , =21~1=2047, 这 时 不 天 于 ww 2047 =45+2 而 
形状 是 2-11f+1=22f+1 的 质数 只 有 22:1+1=23， 以 23 除 
之 得 2047=23x89， 所 以 民 ,, 契合 数 ， 

定理 9 or+ 1(g>1) 的 奇 质 因数 是 27+ 和 +1 形状 ， 
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证 明 用 数学 时 纳 法 证 明 
涩 # = 各 时 ， 定 理 显 然 成 立 ， 假 定 #- 工时 定理 成 立 ， 即 
a t+1=0(g), gq =2%+1, 

设 gar"+ 1 三 0 (9)， 即 ta) 1+ 1 三 0 (q)， 由 归纳 法 假设 得 

2= 24+1， 关 为 

(ai 人 (一 1 的 ， 即 ar!t={-1)'(g) 
由 章 马 定理 得 (一 让 '!==1(9)， 因 为 g>2， 所 以 1 是 偶数 ， 即 
fi= 24， 于 是 g= 2*71f,+ 1， 证 毕 ， 

定理 10 费 马 数 记 ,tn 之 2) 的 质 因 数 是 2"+ 作 +1 形状 

证 明 只 ”假定 g 是 屎 ,的 质 因 数 ， 如 果 我 们 能 够 证 明 
P+1=0(F)， 那 未 g 也 是 2%'+1 的 质 因 数 ， 因 此 根 
据 定 理 9 得 g=2" 本 +1， 定 理 即 洁 成 立 ， 因 为 

Pi = (2271+4 1) 1 = (22 + 2 4 1 2 
0) NT st 
三 一 1CF,) 
所 以 Ft+1=0(). 

于 是 定理 成 立 . 

性 如 ，F = 2 +1， 不 大 于 22 = 65536 入 形状 是 254 
+1=128i+ 1] 的 质数 只 有 257?，641， 以 它们 除 瑟 ,验证 ， 
得 知 641 是 亚 : 的 因数 ， 即 ,= 641:6700417， 因 此 下 ,是 合 
数 ， 


习 题 2.2 


1。 假设 bb 是 质数 ， 并 且 (a，p) =1， 那 来 
1) 当 a 是 奇数 时 ，a :+ (p 一 1)"=0 (mod p) 


地 这 证 明 起 分 亚 清 给 出 的 . 
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2) 当 wa 是 偶数 时 ，g1- (一 了 0tmaod pp) 
2， 试 证 两 个 相 令 偶数 的 乘积 是 8 的 倍数 ， 因 此 引用 费 
切 定 理 ， 证 明 当 pp 是 大 于 5 的 质数 时 ，p’* 三 1 (mod 34 人 0 ， 
3， 试 证 大 于 3 的 枉 意 二 个 质数 的 平方 的 差 荐 34 的 信 


于 由 没 思 是 不 等 于 3 义 不 等 于 7 的 任意 奇 质数 ， 那 来 
p=1(mod 168). ” 
5， 假设 奇 质 数 p，g 潢 足 2p=9g+1， 并 且 x 与 2, p， 
9 部 互 质 ， 试 证 x? 二 1 {mod 16 pq). 
6， 健 如 bp，g 是 任意 二 个 不 同 的 质数 ， 试 证 
pi+gt ‘=1(modpg) 


32.3 欧 拉 了 通 数 


我 们 知道 欧 拉 函 数 gCm) 是 表示 mw 的 简化 剩余 系 中 所 含 
数 的 个 数 ， 也 是 小 于 ms 并 且 与 m 互 质 的 正 整 数 的 个 数 ， 它 
是 由 澡 叭 一 决定 的 ， 这 节 我 们 来 给 出 计算 gtm 的 一 般 公 


二 ”我 们 先 由 简单 的 情况 开始 ， 我 们 知道 ， 当 是 质数 时 ， 
gp( 四 =p-1， 在 护 的 完全 剩余 系 中 与 pr 不 互 质 的 数 只 有 
的 倍数 

ps 2ps yg ip, 
这 共有 pr”! 个， 其 余 

1) 
个 数 都 与 世 互 质 ， 因 此 pr: 的 简化 的 剩余 系 含有 
(1 一 却 ) 个 数 ， 即 
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v= 六 一 如 ) 


对 于 二 个 互 质 数 的 乘积 ， 我 们 肥 ， 
定理 1 人 恨 定 (ae， 久 =1， 那 束 
poh) = 站 (机 (有 
证 明 假定 Ni rs Xray His “"*} ye 出 分 别 匙 a， 十 的 
简化 剩余 系 ， 显 然 
bx: + 0¥s f= p= os (2) 
中 合肥 mp (的 0 区 个 数 ， 下 面 我 们 用 反 证 法 来 证 明 (2) 就 是 
98 的 简化 剩余 系 ， 因 此 定理 就 告 成 立 。 
假如 bx tay;=0x, + oy(mod ab), 


那 末 bx + ayi=bxs + ay(mod 0). 
于 是 Dx 三 pin {mod DD » 
即 和 《mod 的。 . 


己 x%，% 是 a 的 简化 剩余 系 中 数 ， 所 以 =， 因此 = 名 
同样 ， 我 们 有 y= 如， 因此 j = 1 这 就 是 说 (2) 中 任意 二 数 
对 模 a8 都 不 同 作 . 

再 因为 (x 四 =14，B， 四 =1， 所 以 Bx， 的 =1， 因 
此 (nm +ag 四 =1， ， 间 样 人 xit+ayi， 四 = 和 于 是 (xi+ab 
ob) =1， 岂 以 (2) 中 任 一 数 都 与 ob 互 质 ， 假如 我 们 又 能 够 证 
明 尾 意 与 吧 瑟 质 的 数 z 必 与 (分 中 某 个 bwi+ayj 关 于 o8 同 
余 ， 那 末 (2 就 是 呈 的 简化 剩余 系 了 . 

假定 2，ab) =1， 因 为 (0, 六 = 1， 记 以 bxo+ oy = 1 
于 是 存在 整 烤 x% zi 使 2z=px+oy， 但 (z， 四 =1， 即 
(xTay 四 =TI， 所 以 地 xs， 四 =1， 因 此 必 ， 四 =1， 于 是 
三 %; (mod 0) 同样 ， 我 们 有 yy, (mod 了 站， 因此 bx=bx， 
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ay 三 ay,{mod eh}, 所 以 bxtay=bx;+ay;tmod ab)， 即 
z 三 bx; + gyjtmod ap， 这 就 是 说 与 本 互 质 的 数 必 与 人) 申 某 
一 数 辐 余 ， 于 是 (2) 是 o6 的 简化 剩余 系 ， 所 以 定理 成 立 . 

有 了 上 面 这 些 结果 ， 一 般 gtm) 的 公式 我 们 就 容易 推 得 ， 

假如 m= p7Yip…ph， 由 定理 1 ， 容 易 得 知 

pn) = pp wp pr) rp pr) , 

再 由 {T) 即 得 主要 公式 

定理 2 假定 着 = prip2r…prr ， 那 末 


mfr ll 
pm = mm (I pr tl p7) {1 人 六) 


或 
PM) = 的 1 (一 有 
警 如 中 (300) = gp(21.3:5!) 
2 2 了 1 1 
=22.3.5(1 一 地 ) (~ 3)(1-)=80. 
显然 ” 当 m>2 时 ，o(pD) 是 偶数 ， 当 #2|m 时 ， 
pm | gm , 
例 求 满足 下 式 的 所 有 正 整 数 mm，m 
PAL 
解 ” 由 定理 2， 我 们 容易 得 到 
Plimen) = .22 人 (WD 如 = (mm 


因此 ， 给 出 的 式 可 以 写成 


,1 (1m) {(n) 
一 十 一 = = PU 
+ yd) 


因为 ge 2 都 是 正 整 数 ， 记 以 g= 2， 即 w=b=1 或 d=1， 即 
4 一 pb= 2， 在 前 者 ppD = pn) =1， 此 时 m=n=2, 在 后 者 
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gm) = 90 =2， 此 时 mm 5 中 有 一 为 3， 他 一 为 4， 这 就 是 
所 求 数 ， 解 毕 ， 

最 后 我 们 来 介绍 g tm?) 的 二 个 基本 性 质 , 

定理 3 假定 d 是 正 整 数 的 正 约 数 ， 那 末年 的 完全 


剩余 系 中 与 m 的 最 大 公约 数 是 d 的 数 的 个 数 是 m( 卫 -). 
证 明 在 全 的 完全 剩余 系 l, 2 和 多 中 ， d 的 倍数 是 
形状 象 hd，1 志 8 和 全 ， 的 数 ， 假 如 (ka，m =d， 那 末 


久 可 ) =1， 这 就 是 说 只 有 是 1,2,…， -全 中 与 也 互 质 的 
数 时 ，kd 与 mn 的 最 大 公约 数 才 是 4， 所 以 的 个 数 等 于 
yp (7)， 于 是 定理 成 立 . 


定理 4 ， 息 定 dis di “or 由 是 正 整 数 区 的 所 有 正 | 

数 ， 那 末 
Ep = 撞 ， 

证 明 Ye “ey rem 是 碳 的 所 有 正 约 数 ， 所 以 
本， 9 到 Tt 一 一 也 是 m 的 所 有 于 约 数 ， 于 是 
Do = Do (0). 

再 因为 在 mm 的 完全 剩余 系 ], 2 ‘+ #0 中 性 -一 数 与 1 
的 最 大 公约 必定 是 中， dr 中 某 一 数 , 把 1，2， “+e, 1 
中 所 有 与 最 大 公约 数 相同 的 数 作 为 一 类， 那 末 1，2， 
中 煞 可 以 分 为 卫 ( 人 个 类 ， 各 类 中 所 食 数 的 个 数 分 别 
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a) la) 


Tiny Tm 


于 是 并 gp ( 池 )=m， 即 沁 9(d) =m， 闪 此 定理 成 立 ， 


i=l 
警 如 mm=30 时 ， 呈 =1，2，3，5，6， 10, 15, 30， 
这 时 
PA) tol2) + 8) tad) + pt6) 
+ ml0) tgt15) + oi30) 
二 1 十 1 十 十 和 十 2+4+8+8= 30, 


习 题 ?2.3 


1, 求 1385%=? (mod 60). 

2， 假 如 prpD = 奇数 ， 问 zm=? 

3. 斌 证 使 gCm) = 14 的 数 不 存在 。 

4。 假 其 4= 29， (2，? =1， 那 来 wtn) =， 因而 


Px) = 4n- 2, n>1 
的 一 切 解 * 或 为 p" 或 为 2p' 的 形状 , 其 中 记 是 形状 是 48 一 1 
的 贰 数 ， 
5、 人 屋 设 (ra， 了 pz 1，xi 人 是 ml 的 完全 剩余 系 。 
ia， 攻 臣 ms 的 完全 剩余 系 ， 试 证 mpxi+ 志 加 = 1， 
= 1， = 的 完全 剩余 系 . 
6。 证 明 分 母 是 正 整 数 "的 嫩 约 真 分 数 的 个 数 等 于 mm - 
7， 证明 分 母 不 大 于 站 的 既 钓 真 分 数 的 个 数 等 于 
gL) 十 和) 


54 


8。 假如 上 是 质数 ， 试 证 
gtoD) + tp) = 
9。 慨 如 (a， 间 = d， 证 明 
geb) = py 

10。 试 证 所 有 小 于 xs(> 轩 并 且 与 4 互 质 的 正 整数 的 和 
为 pm). 

11。 求 所 有 满足 gt) = 全 的 正 整 数 m 及 质数 p. 

12， 求 所 有 广 足 x**” =y 的 正 整数 x，y， 
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第 三 便 不 定 方程 


方程 的 个 数 少 于 未 知 量 的 个 数 而 且 未 知 量 又 须 受 某 种 限 
制 ( 如 整数 或 正 整 数 等 )， 这 样 一 类 的 方程 叫做 不 定 方程 ， 三 
世纪 初 希 腊 数 学 家 刁 番 图 (Diophantus， 约 246 一 330) 兽 大 
力 研 究 过 这 类 方程 ， 因 此 不 定 方程 也 叫做 刁 大 图 方程 、 这 章 
我 们 主要 是 讨论 求解 最 简单 的 不 定 方程 ， 


$3.1 一 次 不 定 方程 
下 面 是 主要 定理 ， 
定理 一 次 不 定 方程 


oxt+by=ce aq， pe 都 是 整数 (1) 
有 整数 解 的 必 疲 充分 条 性 是 dle， 这 里 4= ta, 四. 假如 
x=%os y= 0 是 (1) 的 一 个 解 ， 那 来 它 的 任 一 解 可 以 写成 
| + 各 2 二 若 一 号 
这 里 # 是 任意 整数 。 
证 了 明定 簿 中 的 必要 条 件 是 显然 的 下面 只 证 明 充 分 
人 性， 假如 4 1c， 用 台 除 人 1) 式 得 
oxt+b'y=e", (2) 
这 时 (a ，2&)=1， 恨 据 §1,2 定型 6 吉 考 直接 引用 扯 儿 里 得 
算法 ， 我 们 有 整数 ww?，si 满足 
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axs+ bn=1. 
于 是 二 
因此 x=e，yr=e 有 是 (2) 的 解 ， 当 然 也 是 人 1) 的 解 。 

假定 x= xo，y= yh 是 (1) 的 解 ， 那 末 

axot yo=e’ 

与 (2) 相 减 得 
a’ (xo~— x) = by yo)s 

因为 (a’,，#5”) = 1， 所 以 a ly — Vo)s 命 


y—th= 一 0 
得 
x— xo= bt 
因此 xx y= tn 5+ 
是 (17) 的 解 . 于 是 定理 得 证 . 
例 1 解 不 定 方 程 


525x + 231y = 42 
解 因为 (525，231) =21， 用 21 除 上 式 得 
25x++ 1ly = 2, 
义 因 汐 (25，11) =1， 由 $1.2 的 欧元 里 得 算法 ， 得 
25(4) +11(—)9=1, 
因此 w=2.4=8，y=2(--9) = -18 是 所 给 方程 的 一 组 解 ， 
于 是 所 求 的 一 般 解 
x=8+1lt, y= —18— 25f. 
显然 它 没有 正 整 数 解 。 解 毕 . 
当 ( 的 系数 不 大 时 ， 有 时 我 们 可 以 用 视察 法 求 得 其 解 ， 
此 外 ， 我 们 还 可 以 用 下 面 逐渐 减 小 系数 的 方法 ， 这 方法 有 时 
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还 比较 简便 ， 
例 2 求 不 定 方程 
7x+19y= 213 
的 正 整 数 解 。 
解 ”用 最 小 的 系数 7 除 上 式 得 


和 = 2 一 30- 27 直 YY 


因为 x 是 整 数 ，y 也 是 整数 ， 所 以 
3— By = 
人 


也 是 整数 。 包 
EH 
又 用 5 除 上 式 两 边 ， 得 


因此 我 们 有 
2 + r= 3 
显然 u= 一 1， y=1 是 它 的 一 个 解 、 所 以 x = 25， y= 2, 
于 是 所 求 和 的 一 般 解 为 
X= 25+ 191, y= 2— 7i, 
假如 要 求解 是 正 整 数 ， 那 末 25+191>>0，2 一 71>0， 
25 2 
-0 < 
因此 t=0， t= - 1。 于 是 所 求 正 整数 解 为 
X= 25, y=2 区 二 站 y=9, 


三 元 或 多 大 一 次 不 定 方程 也 可 以 装 似 地 求解 ， 
例 3 解 50x+45y+38z=10 
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部 


[sR 


解 ”我 们 把 它 分 为 两 个 二 元 一 次 方程 来 求解 
50x + 45y= 5t, 5t+ 36z= 10。 
因为 50(D ++45( 一 四 =8t，5( 一 70) +36(10) =10， 所 以 上 
而 两 个 方程 的 解 分 别 为 


i { = — 70+ 36k, 
y= -1— 10h, 2=10- 5k, 
消去 + 就 得 到 所 求解 


= 一 7 十 名 6 让 > 
| = 70- 108， — 368, 


= ER 一 Shy 

或 X= 2+9h +36hs 
全 一 2 一 108; 一 36p: 

了 一 一 bhs 


这 里 名， 中 是 性 意 整数 ， 
我 们 也 可 以 同 例 2 一 样 用 逐渐 减 小 系数 的 方法 求解 
因为 36 是 系数 中 最 小 的 ， 我 们 可 以 把 所 给 方程 写成 
36{tx +yt2) + 1dxr+ 9y= 10, 
访 w+y+z2= 包 ， 得 
ldx + 91 + 36k1 = 10， 


又 9 (xt y+ dR + x= 10, 
设 Y+y+4= 5， 得 
5% 二 4d458 = 10， 
即 xX+ gh, = 2, 
于 是 得 所 求解 
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X= 2 — Qh 
bv”- 一 人 一 4 + 1 和 4 局: 
. 2= BR — Sk 
这 里 名 ， 名 是 尾 意 整 数 ， 前 后 两 组 解 显然 是 一 致 的 ， 解 华 ， 
例 4 试 证 不 定 方 程 | 
ONL +t Ga = Cs 5 都 是 整数 ， 
有 整数 解 的 必要 充分 条 件 是 
d= (a | 
证 必要 条 忻 是 显然 的 ,下 面具 证 明 充 分 条 忻 ， 
由 $1,2， 我 们 有 如 …， 必 ,使 
abt et ob=d, 
设 c=dc,， 于 是 
GBC Fret a (he) = der=e, 
即 x = bc，…， = 和 cy 是 方程 的 解 ， 证 毕 ， 
例 5 试 证 Xr:+y!=z 1，(xy J 2)=1， 的 正 整数 
解 是 及 仅 是 ” 
: =a0t+ DD y=blath), 2=06 
这 里 a 6>0，(a, =1. 
证 充分 性 是 显然 的 ， 下 面 证 其 必 要 性 
设 x，y，z 是 方程 的 解 ，{x, 坊 =c， 妈 x=co, y= cb, 
tg， 忆 = 1。 于 是 . 


-1 -1 -1 十 下 
之 三 个 寻 三 
ba eab Ed 
cob 
2Z=— 
邑 好 十 下 


除 为 (o， b=1, 所 以 tah, g+b)=1, 因此 《Ga 十 用 | eo, 设 
c=c (tat 站， 于 是 z=cigb， 因 为 (x，y，2) =1， 记 以 


0 


(ca, cb, ce’ab) = (eta, 6), c/ab) 
. = (0 tgt+b), crab) =e’=1 
因此 例 成 立 ， 
例 6 或 x !+ 坟 != 扩 ! 的 整数 解 的 个 数 ， 其 中 x，y 剖 
是 正 整数 且 不 相等 。 
解 设 x=mr+rp sg=#+s 出 给 出 方程 即 得 六 = rs， 因 
此 所 求 正 整数 解 的 个 烤 为 了 (2) - 计 ， 


习 题 3.1 


1， 解 下 列 不 定 方程 
1) 525x + 231y = 42， 
2) Bx— 18y+10z= 16， 
3) 4x+ 10y+ 142+6:= 20, 
2， 求 下 列 不 定 方 程 的 正 整 数 解 
12 19x+ 201= 1909, 
2 x +xy~ b=0, 
3) yl. 
3， 解 线性 方程 组 
{7 32= 10 
%— 2y1+ 52=4 
4， 求 所 有 用 4 除 余 1 的 两 位 数 的 和 ， 
5， 有 4， 训 两 神 物 品 ，13 个 4 的 价 与 5 个 BB 的 独 的 各 
是 141 元 ， 假如 A，8B 的 价 者 是 整数 , 问 4 如 的 价 各 洪 干 ? 
6， 鸡 和 菠 一 值钱 五 ， 鸡 母 一 值钱 三 ， 鸿 锥 三 慎 钱 一 ， 百 
钱 买 百 鸡 ， 问 鸡 人 入、 激 母 、 鸡 锥 各 阁 干 ? (这 题 系 张 丘 建 4 算 


61 


经 》 卷 下 的 最 后 一 题 , 该 书 在 隋 代 还 广泛 流传 ， 但 作者 生 、 识 
年 仍 不 易 考 ) ， 

7 了 7， 方程 axyt+tpx+cey+a=0 胡 否 有 无 穷 多 组 理 数 解 ， 
其 中 0 了 9，5，c，d 都 是 整数 ， 


$ 3. 2 商 高 不 定 方程 


下面 我 们 讨论 叫做 商 高 ( 生 于 公元 前 580 一 668 之 间 ， 座 
于 公元 前 501 一 500 之 间 ) 或 毕 达 哥 拉 斯 (Pythagoras，572~ 
492 B.C,) 方 程 的 二 次 不 定 方程 
N+ y= 2 (1) 
的 整数 解 . 
假如 x，y， z 中 有 一 为 零 ， 警 如 x=0， 那 末 y= 士 z. 
因此 我 们 可 以 假定 x，y，z 都 大 于 零 ， 下 我 们 还 可 以 假定 
(x，y， 有 =1， 因 此 tx， 坊 = 1， 这 时 x，y 必定 是 一 为 俩 
数 , 一 为 奇数 , 这 是 因为 如 果 x,y 都 是 奇数 ， 那 末 x = n+1， 
y=4m+1， 于 是 x*:+y= 二 dm+ 和 D+2, 但 z:= dk 或 拆 +1， 
显然 这 时 x+ 六 了 z'， 因 此 我 们 假定 yy 是 偶数 . 
定理 1 不 定 方程 (1) 适 合 条 忻 
x>0，y0，z 汪 0，{x， 芒 =1,y 是 侦 数 的 一 切 正 整 
数 解 可 以 表 为 
x=0—b, y=2ab, z= + hb. (2) 
这 里 o>0>0，(g， 站 =1， 并 且 a, 一 为 奇数 ,一 为 偶数 . 
证 明 我 们 容易 验证 (2) 的 确 是 适合 给 出 条 忻 的 解 . 
假如 x，y，z 是 《1 通信 定理 中 给 出 条 件 的 解 ， 因 为 
(起 =， 所 以 局， 好 =1 于 是 心 +y，2 一 切 =1 或 2， 
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但 y 是 偶数 ，z 是 奇数 ， 所 以 (zf+ 轨 zz 一 及 夫 2 因此 (z+y， 
2z# 一 用 =1。， 于 基 由 
X= {2+ (a— 1 
我 们 容易 得 知 >+g z- 乡 都 是 奇数 的 平 方 ， 设 z+Ty = oa 
2 一 #= 凡 显然 4>o 再 我 们 把 u,v 写成 
=at+b, v=0-b, 
这 是 再 能 的 ， 因 为 我 们 到 
扩 十 型 p= 
2 4 之 
就 行 了 。 显然 这 时 ，a> >0， 于 是 
z+ty= (ath sz~y= (0-0)? 


可 一 


因此 
z= 《G 十 2 (《G Db =a:+b’, 


y= +b) = (ao—b)’ = 20b, 


x= tat+h) to—0)=0 -pb, 
因为 (z，x) =1， 并 且 z，x 都 是 奇数 ， 所 以 
《2 十 X 2— xX) = 有 2, 
又 因为 z 二 x=28， 2 一 x= 2b:， 所 以 (4, 和 =1， 表 国 为 % 
是 奇数 ， 所 以 z+ 上 5 是 奇数 ， 因 此 5 一 为 奇数 ， 一 为 倘 
数 . 于 是 a 8 满足 定理 中 各 条 忻 ， 
定理 证 毕 . 
一 般 假 如 (x，y) = d， 那 末 (x，#y，2z) =d， 因 此 ( 几 的 任 
意 解 可 以 表 为 
X= td(ta -by), y= +2abd, z= 士 可 (2 十 天 ) ， 
例 ] 求 (1) 中 0<s<30 的 所 有 互 质 的 解 ， 
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解 ” 由 定理 1，q + 六 之 30，g>b>0， 得 a5， 叉 因为 
9; 五 一 为 奇 一 为 个， 求 出 @ 的 值 即 得 所 求解 ， 结 果 列表 
如 下 : 


例 2 试 证 吧 +282=22，(x，2 们 =] 的 整数 解 可 以 
写成 为 
X= +(o ~—20), y=2a6, z= +26, 
证 因为 (x，z)=1， 记 以 (z+x，z%)=1 或 2， 叉 因 
为 x，z 只 能 同 为 闸 数 ， 所 雇 (2+x，z 一 x} 2， 于 是 z+ 
2 一 x 不 能 都 是 4 的 倍数 .如 果 z+x 不 是 4 的 倍数 ， 那 末 


25 兰 是 奇数 ， 因 此 (2 了 兰 ，=- g] = 1。 由 


+ 
ye 2), 


得 知 奇效 5 立 及 偶数 =“ 都 是 平方 数 ， 设 之 兰 = a 


写 一 苑 二 C20) 7, 因此 得 
x= 0 —20, y=20b, z= +2, 
如 果 z 一 x 不 是 4 的 倍数 ， 那 末 由 
[| 


和 


y= (z+ x) 2 


命 z+ x= (2b)?, 2 = 下 ， 即 得 
x= — (qt— 20), y= 2ab, 2= 2 
例 3 试 证 x ?+y :=2" 3。，(x，#， 有 =1 的 正 整 数 解 
可 以 表 为 
x=0 -0, y=2000 + H), z= 20bto: — by), 
这 里 cpm>0， (oo 了 =1，o 二 一 奇 一 侦 。 
证 ”充分 性 是 显然 的 ， 仅 证 必要 性 ， 因 为 人 的 2 = 1 
所以 人 ， 风 ，z90 = 1， 于 是 出 3 1 例 5 得 
X= ysis)s St=rsy 
这 里 r，s>0，(r， 3 =1， 由 =rs，(r,s) =1 得 知 r， 都 
是 平方 数 ， 叉 由 =rlr+ 局 得 知 +r+s 也 是 平方 数 ， 邻 
r=ri, SS r+s=8, 
得 rts rs SO, (ri #81) =1 
由 定理 1 得 
n=a-b, s=200, f=0+h 
这 里 g 六 >0，(g， 站 =1， 了 一 奇 一 个 ， 于 是 
x=rf= a b, 
y= 81= 20b C9 + bY, 
2=r#1 = 2ab to — Bb), 
证 毕 ， 
定理 ?2 很 定 x,y, z 是 (的 和 解 ， 并 昌 (x,， yz2)=1，, 
那 来 在 x，y 中 有 一 是 3 的 信 数 ， 有 一 是 4 的 倍数 ， 在 x, y， 
中 有 一 是 5 的 倍数 . 
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证 明 殷 定 x，y 都 不 是 3 的 倍数 ， 因 为 不 是 3 的 俏 疆 
的 数 其 形状 是 34 土 1:， 它 们 的 平方 
《34 士 1)2 = 3(8n +t2n) +1= 3R+1, 
因此 *s+y 的 形状 是 38 一 1， 它 不 是 平方 数 ， 这 与 2 是 平方 
数 耶 慎 。 所 以 在 x，y 中 必 有 一 是 3 的 倍数 . 
再 假如 x，y 都 不 是 二 的 倍数 ， 因 为 不 是 世 的 倍数 的 数 
是 好 士 1，4+2， 它 们 的 平方 
(4# 士 43) ?= BC2n :二 ny) 二 1 = 8+1， 
(4 十 人 2 = 8 让 十 4。， 
邵 果 x，y 都 是 形 如 各 十 1 的 数 或 一 是 如 士 1， 一 是 4p+ 2， 
那 来 党 + 护 的 形状 是 昭 +3 或 晤 +5， 它 们 都 不 是 平方 数 ， 
这 是 有 矛盾。 所 以 在 y 中 必 有 一 是 4 的 倍数 . 
又 假如 x，y，z 都 不 是 5 的 倍数 ， 那 末 它 们 的 形状 是 
Sn 十 1，5n 士 9?，。 担 
(5 二 1)? 一 SR++1，(6n 十 2)?= 5 有 一 1 


因此 必 +y 的 形状 是 5&2，5&+2 或 绝 ， 对 前 者 x*+y 六 不 


是 平方 数 ， 对 后 者 z 是 5 的 倍数 ， 这 都 与 假设 矛 后 。 所 以 ， 
在 因 HW 2 中 必 有 一 是 5 的 倍数 ， 

定理 证 毕 ， 

要 注意 的 是 ， 定 理 中 说 在 x，y 中 有 一 基 3 的 倍数 ， 有 
一 是 4 的 倍数 ， 并 不 是 说 在 x,，y 中 一 是 3 的 倍数 。 男 一 是 
4 的 信 数 ， 很 可 能 3 的 情 数 ，4 的 入 数 是 同 -- 个 数 ， 在 上 而 
例 1 中 也 有 的 就 是 如 此 ， 青 如 在 11:+60:= 617 中 ，11，61 
都 是 质数 。 只 有 60 它 是 3 的 倍数 ，4 的 倍数 ， 又 同时 是 5 
的 人 情 数 ， 这 时 三 个 倍数 是 一 个 数 ， 

最 后 我 们 介绍 一 个 没有 解决 的 古 卷 难题 ， 
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1637 年 法 国 数学 家 费 马 提出 了 下 面 一 个 猜想 : 

当 和 >>2 时 ， 方 程 + 办 = 四 没有 正 整 数 解 这 就 是 有 
名 的 费 马 最 后 定 瑶 或 费 马 太 定 还 . 我 们 知道 一 个 大 于 2 的 整 
数 必 能 被 .4 或 奇 质数 整除 ， 因 此 ， 如 果 对 #=14 或 # 等 于 任 
意 奇 质数 都 没有 正 整 熬 解 ， 那 末 问 题 就 全 部 解 快 . 但 这 个 愿 
望 还 没有 完全 得 到 实现 ， 下 面 我 们 来 证 明 对 于 n= 4， 这 个 狂 
想 是 正确 的 . 

定理 3 方程 w+y'= z? 没有 正 整数 解 . 

证 明 ”我 们 用 反 证 法 水 证明， 肯定 

x) + Cy) = 2? 
有 正 整 数 解 ， 这 时 我 们 不 妨 假 定 x>0，g> 0 >0， 站 是 侦 
数 ， 并 和 且 假定 这 时 的 > 是 所 有 解 中 z 的 最 小 值 ， 出 定理 工 得 
x =0 ~ 0 y=2ab, 2=0 + 
这 里 (a，5 队 = 1， 并 且 6 一 为 奇 ， 一 为 偶 ， 吉 a 起 偶数 ， 
那 末 5 就 是 奇数 ， 这 时 可 +1=x:= 呈 -六 = 4m~t， 此 不 
可 ， 所 以 了 是 慢 数 ， 手 是 由 
thi=o 
根据 定理 1 ， 我 们 又 得 
x*= pq, b=2pg, a= p+o 

这 里 (p, =1，p>4>0,， 并 且 p,，g 一 为 奇 一 为 偶 ， 出 
y= 200， 得 


y= 4pq(p’ + 9 ， 
因为 p，9，p’ ~ 两 两 互 质 , 记 以 它们 部 必 是 某 数 蕉 平方 , 旭 
b=r, gx, Pp ta = 
于 是 
入 十 8 二 {2 
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这 时 z=0 + >a=F > 
这 与 z 十 暴 小 簿 的 假设 也 盾 ， 因 此 定理 得 证 . 

于 是 我 们 立即 推 得 x*+ y=z* 地 没有 正 整 解 ,， 因为 如 时 
它 有 有 正 整 数 解 ， 那 末 x* + y= (2 也 就 有 正 整 数 了 ,， 这 显然 
是 了 矛盾. 

焉 外 ，x + 的 = 也 没有 正 整数 解 , 因 为 用 (xyz2)4 委 
两 边 就 得 到 (Cy2) + (2 = (xy)*， 因 为 后 者 没 右 解 ; 前 者 当 
然 没 有 解 .. 

例 4 试 证 +1= gr?! 没有 正 整 数 解 ， 这 里 

2， 《YY 有 二 于) 一 工 。 
证 因为 y-~1 的 质 因数 能够 整除 x, 而 (x,#+1)=1， 
所 以 和 (m+，、 叉 因 澳 
l+ytr t+ 1(mod(y - 1), 
所 以 y-1 与 1+yt" 二 y* 于 质 ， 于 是 由 
w= ty D+rytt yoy) 
得 知 1+8+… 二 护 是 车 数 的 # 次 方 ， 这 上 第 了 矛盾、 因为 
yl+ytr+t yy + 1)", 
所 尽情 成 立 ， 

费 马 大 定理 多 过 多 少数 学 察 的 努力 ， 如 现在 还 是 设 和 有 帘 
全 得 到 证 实 ，1978 年 ， 丽 格 斯 塔 去 (Wasgstaf 在 大 型 计算 
机 帮助 下 征明 当 2<m<125000 岂 定理 是 正确 的 ， 在 %， 2 
z 刁 f 五 质 的 情 疯 下 , 现在 只 知道 x<253;,747,889 时 定理 是 
正确 移 ， 即 x+ y"= x 没有 下 整数 解 ， 


习题 3. 2 
1， 求 山中 0<<z 之 60 的 所 有 互 质 的 解 ， 
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2， 求 三 个 整数 yx> gzN 全 xb，y-a -2 都 是 
平方 数 ， 
. 根 如 也 = 4 一 1， 试 证 户 不 能 表 为 二 个 平方 数 的 和 ， 
-。 求全 x- 的 为 平方 数 的 x。 
， 试 求 使 1-5 下 t+5 都 是 平方 数 的 平方 数 上 
。 求 娠 -= 扩 +T% 一 18 的 正 整 数 解 . 
试 证 不 定 方程 x 4y'=z? 没有 正 整 数 解 . 
， 试 证 不 定 方程 x: ~ 3y"= -1， 1 是 正 整数 ， 没 有 正 整 


Eo 罗 和 和 
. 


数 解 ， 

9。 试 证 每 个 正 整 狼 n 可 以 写成 

| 用 = 和 十 二 

这 里 x，y，z 都 是 整数 ， 

10， 试 证 不 论 = 为何 正 整数 ，x:+ 92= z" 总 有 整数 解 . 

1t， 假 设 = 是正 整数 ， 试 证 

(2 + 28 nt 1) + (2 + om}? 
= (2#° + 28+ 1) ?+ (2 + 2n+ D+ et (207 + 3m)? , 

固 而 求 好 二 


的 一 组 正 整 数 解 ， 


$ 3.3 两 个 平方 数 的 和 


上 第 定理 1 是 解 毕 达 哥 引 斯 不 定 方 程 ， 但 同时 也 说 明 怎 
样 的 平方 数 可 以 写成 两 个 于 方 数 的 和 ， 任 凌 正 整数 不 一 定 能 
够 写成 了 个 平方 数 的 和 ， 壁 如 10=1:+32，13= 22+ 32? 但 
6, 7 就 不 行 ， 

我 们 讨论 的 (或 者 除 本 节 外 ) 都 是 所 谓 的 蒋 法 数论 的 内 
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容 , 因 为 它 的 基本 运算 足 冬 法 , 大 多 数 定理 邦 是 美 于 数 的 可 约 
性 的 让 及 一 数 江 为 积 的 形状 的 ， 整 个 同 条 是 论 医 椒江 可 以 略 
大 是 可 药性 比较 复 巡 的 情 祝 ， 假 如 用 代 法 来 代 攻 末 法 ， 即 旭 
法 起 蕊 本 作 月 ， 得 到 的 秆 果 就 是 加 法 数论 或 者 上 其 埠 刍 数论 ， 
它 比 缚 法 数论 届 为 复 柳 ， 当 然 彼 此 还 是 有 联系 的 ， 

在 加 法 数论 中 ,本钱 图 有 一 个 著名 的 狂想; 一 个 正 整 数 可 
以 写 有 或 4 个 平方 数 的 和 ，1636 年 费 马 已 划 道 证 法， 但 第 
次 公布 共 证 法 的 是 1770 年 拉 格 癌 《.L 上 .Lazrange, 1736~ 
1813)，1770 年 华 休 (EE, Waring，1734 一 1798) 更 作 如 下 的 落 
想 ， 任 避 正 整数 可 以 写成 4 个 平 序数 的 和 , 9 今 立方 数 的 利 ， 
19 全 四 方 数 的 和 ,和 余年 后 ,1909 年 , 希 尔 伯 特 (D. Filbert， 
1862 一 1943) 证 明了 下 面 比 它 更 广泛 的 结论 : 

对 于 任意 束 数 8#z=2， 存 在 一 个 正 整数 "=*f 匀 ， 使 得 任 
意 亚 整数 产 可 以 表 为 

育 二 入 十 入 寺 十 季 ， 
这 里 整数 %: 宇 0. 

这 节 我 们 内 讨论 那些 数 可 以 号 成 两 个 平方 数 的 和 ， 首 先 
我 们 有 有 : 

定理 1 形 如 村 -1 的 数 不 能 下 为 两 个 平方 数 的 和 

证 明 设 沁 为 正 数 ， 并 且 m 三 -1tmod4)， 如果 

m= x + ts 
因为 对 于 神 4，x，?2 有 具 与 0，1，2，- 工 等 同 余 ， 所 以 >， 
姑 只 能 与 60，1 同 余 ， 因此 
x 二 # :三 0，1 或 2 {mod 4)， 
这 蕊 mm 三 一 1tmod 朱 的 假设 木 合 ， 于 是 定理 成 立 ， 
再 讨论 形 如 4 +1 的 质数 ， 先 证 明 下 面 丽 个 性 质 以 备 引 
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定 还 ? 假定 质数 p= 和 +1,g= 二 人 D，b=91 ， 


那 未 
b+1=0(modp), 
证 明 因为 最 前 的 p 一 1 个 正 整 数 可 以 写成 
1 2; os Gg Pp-g Pp- (9 -1 一 工 
所 以 我 们 有 
il(tmod p, *', @ 去 Qtnalod p) 
p-g= -gtmod ps **, fp-1=~-1i(mod#, 
把 这 也 一 1 个 同 余 式 相 乘 得 
(pl=(- (9) (mod p). 
因为 是 质数 ， 山 威 尔 生 定 理 (§ 42 定理 3， 得 
{— 1) (9) -1(mod p) 
即 P=(~ 1 Cmod p) 
但 p=4n+1， 所 以 9=2wn， 轩 此 9g+1=2n+1， 于 起 
B=-1 (nod p) 
譬如 p=13 时 ，g= 6，6! =720， 于 是 
{720) ?+ 1=518401 = 13 x 39877 二 0 (mod 区 ， 
定理 3 假定 是 质数 ，r 是 满足 于 > 也 的 最 小 正 数 ， 
#4 是 与 和 堪 皮 的 粮 数 ， 即 tn， 办 =1， 那 就 有 小 于 r+ 的 正 整 
数 a，c 痛 在 。 合 得 
820 CCmod p) 
证 明 设计 ={nx~y|x，J 归 是 小 于 + 的 非 负 整数 }， 屁 
然 用 包 会 站 个 数 ， 因 此 其中 在 Hx Ys HX ~ YH2 关于 上 p 同 


人 


余 ， 即 
nx in 一 Varmod py 
于 是 RX Xo) 1 Winod p) 
所 以 WR NE (gy (mod 拉 
如 果 xi= x.， 那 末 yy 二 #1 (mod p)， 因 为 r < p( 当 名 这 3 时 
~ 3p+1>0， 邮 一 中? 这 诊所 以 = yr， 类 果 吉 = 权 ， 
浇 求 nx 一 x2) 二 0mod 记 ) 因 为 Ch Pp)=1， 所 以 ww 三 x 
(mod 六 ,因此 x=xy， 这 就 起 说 |x 一 xz| 考 0， | 一 #21 
关 0。 于 是 人 前 g=| x 一 |， c=| yi yz | 就 得 到 我 们 求证 的 
等 式 ， 所 以 定 建 成立， 
警 如 p=13 时 ， + =4， 如 果 取 #=5， 我 们 容易 得 知 
2507=e: (mod 13) 
显然 ge=2，c=3 时 上 式 成 立 ， 
有 了 上 面 两 个 性 质 ， 干 面 的 主要 定理 就 容易 证 明了 
定理 4 形 如 4s+1 的 质数 能 够 表 为 两 个 平方 数 的 和 ， 
证 明 由 定理 3， 我 们 有 
Ngo (mod p} 
取 # 为 定理 2 中 的 5 路 #=5， 因 为 后 二 -1tmod p)， 所 以 


-de (mod p) 


即 a +c =kp 
得 9<e 之 p，0<e 之 p， 所 以 
Ootre <2p 
因 壤 Ga 十 C2 一 四 
定理 证 毕 ， 


因为 2=1 +1 ， 叉 厅 数 的 形状 不 是 44 一 1 便 是 dn+1， 
于 是 由 上 面 定 建 我 们 又 得 . 
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定理 5 不 是 形 媚 归 - 1 的 质 鉴 郑 能 形 为 两 个 平方 煞 的 
各， 

崩 如 证 = 全 十 各， 显然 站 = + CD 又 很 如 = 
2 es， 那 未 

mn= (a + hy le ta) 人 

= {tac + bid’+i2abcd) + {aid:+ bc 2abcd) 

= (ac +t ba) :+ Cad TF hc)? 
这 就 是 说 ，- 一 个 能 几 为 卫 个 平方 数 和 的 数 与 一 个 平方 数 的 条 
积 ， 仍 然 是 一 个 两 个 平方 数 和 的 数 ， 西 个 能 表 为 两 个 平方 数 
和 的 数 的 莱 积 ， 也 是 一 个 两 个 平方 数 和 的 数 . 

于 是 ， 我 们 得 知 一 个 正 整 数 ， 如 蛙 它 前 非 平方 的 质 国 数 
邦 是 42+l 的 形状 ， 那 末 这 整数 可 以 表 为 两 个 平方 数 的 利 . 
壁 如 

m= 85 = 365.13= 8°01 22) (22 + 07) 
= 3{(2+6)° 4 (3— DD }= 88+1» 
二 247 二 3 

下 面 是 这 性 质 的 道 ， 

定理 6 假定 入 是 正 整 数 ， 和 = rs ,并且 m' 的 因数 
不 是 平方 数 ， 那 本 严 能 够 天 为 两 个 平方 数 和 的 必要 充分 条 
忻 是 m' 没有 形 如 4 - 工 的 质 因 至 . 

证 明 充分 狂 已 如 上 述 ， 下 面 用 芭 证 法 来 证 明 必 要 性 . 

假定 mw 有 形 如 4n~1 的 质 因 于 p， 并 且 

= = + 引 2 
由 害 理 4 的 证 明 , 我 们 容易 得 知 具 要 求 得 #:+1=0(p)， 那 
末 思 就 是 两 个 平方 数 撞 和 ， 这 与 定理 1 矛盾， 于 是 必要 条 件 
成 立 。 下 看 我 们 来 求 这 料 的 #. 
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设 ( =d x=dx y=dy，(x' y=1， 那 未 


= (TY) m 


辐 为 m' 没有 平方 因数 ， 所 以 本 是 整数 ， 即 = dr ， 于 是 


x 十 ye 二 rm 


因为 (x'，#》 = 1， 所 以 x'，#y 中 最 少 有 一 必须 与 p 互 质 . 
设 (x' ,加 = 1, 根 据 32.2 费 马 小 定理 ， 有 > 使 
sx' 三] (mod p) 
于 是 STi(x ty) = (sx +t sy) 0 Cmod p) 
即 (sy ) :+1=0 (mod p) 
这 样 我 们 就 得 到 所 求 的 n= sy" 定理 证 毕 . 
要 注意 的 是 一 个 数 如 时 能 够 表 为 两 个 平方 数 的 和 ， 其 由 
孙 法 一 般 不 是 唯一 的 。 壁 如 
125=10:+5:=1i:+2: 325=18:+1:=17:+6: 
但 质数 的 表示 是 叭 一 的 ， 这 就 起 下 定理 : 
定理 了 质数 形 为 两 个 平方 数 和 的 方法 是 唯一 的 。 
证 明 仿 定 质数 p=a:+ B=ci+d:， 于 是 
p= (ao: +b) (er +a’) 
= {tact bd) + (ad — bey: 


= (gc — bd) :+ Cad + be): 17 
又 {ac tbad) (ad tbe) = DeG + (etd yab 
= plab ted) 
所 以 pllac+bd) 或 p l(ad + be), 


如 果 pplectbd)， 闭 术 ac+ bd=p， 人 入 {1D 式 得 
p=k p+ (ad — be)’ 
因此 adg -8c=0， 邮 a=re, 5=rd， 所 以 
了 和 


a +b:=r {0 +o) 

了 于 中 r=1， 这 就 毗 说 @=c，p= 吕 ， 

部 果 思 [ea 58c)， 那 术 ad + 8c= 上， 代入 (1) 式 右边 ， 
同上 一样 ， 我 们 有 a=rb，d=re, 二 是 | 

(二 天 = 人 二 让 

所 以 68=ce， 也 就 是 5=c, qa=d. 

于 是 一 个 数 表 为 两 个 平方 数 和 的 方法 如 果 不 是 叭 一 的 ， 
性 来 这 数 就 是 合 数 . 

同上 而 一样 ， 有 的 数 可 以 表 为 3 个 平方 数 的 和 ， 有 的 数 
本能 这 样 表示 ， 但 任 屿 数 可 以 表 为 #4 个 平方 数 的 和 和， 这些 我 
们 都 不 详细 论证 了， 下 面 举 两 炳 结 来 本 节 ， 

例 1 设 n=7(mod 8， 那 末 不 能 表 为 3 个 洗 方 数 的 
和 ， 

证 用 反 证 法 ， 假 如 

n= + t+ 

那 末 Tx + +2 (mod 8) 

因此 ，xw。y，z 中 必定 有 一 是 音 数 . 假定 x 是 奇数， 由 
三 1 (med 外 我 们 有 6 三 +2(mod 的 ,因此 加 z 园 为 奇数 
或 同 为 偶数 ， 同 为 奇数 显然 不 成 立 ， 同 为 偶数 ， 如 果 y 是 偶 
数 ， 由 yy 三 4tmod 外 ， 上 式 也 同样 不 成 立 ， 所 以 出 成 立 ， 

例 2 两 个 4 个 平方 教之 和 的 弱 积 仍 是 4 个 平方 数 的 
和 和 ， 

证 由 下 等 式 邮 每， 

KG: 十 站 二 Ge e+/ +g th 
= {ge t+ bf +cgtdh)’+ (of -be ~ ch— dg: 


ttag- bh-cetdad))’:+ (ht+bog-—cf -de)’ 
这 结果 是 1743 年 欧 拉 提出 前 ， 欧 过 经 过 一 个 较 长 时 间 
才 得 到 上 等 式 证 明 这 竹 质 .假如 没有 这 等 式 ， 这 个 简单 性 质 
还 是 不 容易 证 明 的 ， 


习 题 3. 3 
1。 把 下 列 各 数 写成 丙 个 平方 数 欧 和 (如 可 能 ) 
385, 1108, 1961, 5461 
2， 假 如 8 1+b+e +d)， 奸 术 4，5，。c，d 都 是 个 
数 ， 
3。 证 明正 整数 mx 能 够 表 为 两 个 平方 数 的 差 ， 妈 
m= a — bb, 
的 必要 充分 条 件 二 m 能够 表 为 两 个 因数 的 乘积 ， 这 两 四 数 
闻 为 偶数 或 同 为 奇数 ， 
tt， 试 证 任意 整数 的 立方 在 两 个 平方 数 之 羡 。 
5， 假 如 n= a:+ 有 =c+ 中 ， 试 证 
_ {la-o:+ Bd ato:- -a’} 
人 A400— 3 ， 
这 工 是 说 一 个 数 如 果 能 够 用 两 种 不 同 的 方式 表 为 匡 个 平方 数 
的 和 ， 那 末 它 就 是 合 数 . 
6， 三 个 相 邻 数 其 中 有 两 数 是 两 个 平方 数 的 和 , 试 证 这 样 
三 个 数 的 数组 有 无 穷 多 组 。 
7， 求 所 有 适合 姑 + 久 + 品 = 三 并 成 几何 级 数 的 正 整数 


Xs Ys zy TH, 
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第 四 章 ”一 元 同 余 方程 
在 代数 中 ， 求 解 方程 是 一 个 重要 问题 。 在 这 里 ， 求 解 则 


余 方程 也是 一 个 重要 问题 . 
一 元 间 余 方程 


fF) = go0x" + Nt nod mm) 
当 mteo 时 ， 训 人 黎 # 次 同 余 上 方程 , 使 fla) 寺 0 (modm) 的 数 ce， 
叫做 它 的 解 ， 或 根 ， 二 个 对 六 不 同 余 的 解 ， 叫 做 不 相同 的 
解 ， 这 章 过 论 解 了 (oo 二 0 (mod my ，， 也 就 是 讨论 它 是 否 有 
解 ， 假 如 有 人 解 ， 有 多 少 个 解 ， 又 如 何 去 求 解 等 问题 ， 


$4.1 一 次 同 余 方 程 


一 元 一 次 同 余 方程 一 般 的 形状 十 
Gy +b=0 (mod rm), ‘1) 

我 们 分 二 种 情况 来 讨论 它 的 解 . 

Ll, ta, 448) = 1. 

假定 xi，xa，…， 如 是 经 的 完全 剩余 系 ， 冉 为 (a，m) 
=1， 出 人 $2.23 定理 2，axitb， axs+b， =，axnt+8 也是 
的 完全 剩余 系 ， 因 此 其 中 必 有 一 数 而 且 只 有 一 数 与 穴 间 余 ， 
即 axs+es=0tmod 号 :这 上航 是 说 上) 有 解 并 且 只 有 了 瞧 一 个 解 ， 
得 由 (我 们 有 


Gy 三 一 让 (nod rm, 


?7 


因为 or 中 二 1mod my ， 所 以 
a mem om lb limodm, 
中 X= -bp(mod mm 
是 (1 ) 的 解 ， 
2. (lu, 1) = gd>1, 
假如 人 1) 有 和解， 那 末 di5， 反 过 来 假如 d1b， 因 鸭 


(TF )=1, 所 以 


x+ 0( mod 人) (2) 


有 解 ， 困 此 也有 解 ， 旺 然 G) 与 (2 等 价 ， 也 就 是 说 人 ) 的 
解 都 是 (2) 的 解 ， 反 过 来 (2) 的 解 也 都 是 人 的 解 ， 这 样 求解 
(也 我 们 只 要 求解 (2 就行 了 ， 但 观 注 意 的 是 (1) ， (2) 两 方程 
的 模 不 同 ，(2) 的 相同 的 解 不 一 是 也 就 是 如 的 相同 的 解 ， 下 
面 我 们 在 52) 的 所 有 解 中 来 求 出 (1 的 所 有 不 相同 的 解 . 


假定 (2) 的 唯一 解 为 x== afmod 林 ),， 那 未 所 有 形状 象 


a+ 1 于 是 任意 整数 , 的 数 都 是 (2) 的 解 ,因此 这 些 数 中 所 有 
关于 模 mm 不 同 余 的 数 就 是 (DD) 的 所 有 解 ， 因 为 当 


de (mod 172) (3) 


时 ， 我 们 有 也 二 全 mm 一 0mod 只， 于 是 和 stmod d) ， 反 过 
来 也 成 立 ， 汪 衣 是 (3) 成 立 的 必要 充分 拧 你 中 和 由 二 右 
(mod 中， 因此 在 所 有 形状 象 e+ i 的 数 中 只 怠 t 也 关于 异 
d 不 网 余 的 数 得 到 的 数 就 关子 模 避 不 同 余 ， 所 以 
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a, at 了 "a+ Cd-1) 字 


就 是 (1) 的 所 有 和解 ， 于 是 我 们 有 : 
定理 1 一 元 一 次 同 余 方程 人) 当 (4， tw) = 工时 ， 有 唯 
一 解 
XE mp{mod m), 
当 (gq，#D) = qd 之 1 时，(1) 有 解 的 必要 充分 条 性 是 d 1b， 这 时 
《1) 有 个 解 


x=a+tt (mod m), t=0, 1, ***+, d—1 


这 里 x 三 a {mod 中 是 (2) 的 唯一 解 ， 
， 在 实际 求解 时 ， 我 们 不 常用 公式 ， 因 为 用 公式 一 般 比 较 

麻烦 . 

例 1 解 12x+15 三 0 (mod 45) 

解 因为 Q2，45) = 3115， 所 以 同 余 方 程 有 解 ， 并 且 有 
3 全 和 解 ， 用 视察 法 和 解 同 余 方 各 

4x%+ 5 去 imodl5), 
得 X% 寺 一 5 去 10 (mod 15)， 
因此 所 求 的 三 个 解 尖 
x=10, 10+15; 10+ 30(C(mod45), 
由 
x=10, 25, 40tmod 45), 

例 2 和 解 103 x* 寺 57 (mod 211)， 

解 这 时 103，211 都 是 硕 数 ， 所 以 同 余 方程 只 有 唯一 
个 解 ， 

因为 ?211=2'103+5， 用 2 乘 所 给 式 两 过 得 
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206 x=114 tmod 211), 
再 出 211x 三 0 tmed 211) 与 上 式 机 减 得 
jx 二 -114 三 97 (mod211), 
及 因为 211 = 42:5+1， 所 以 
42+*5x= 42+97 二 65 (m0d211), 
即 2 一 一 65kmed 211), 
是 所 求解 ， 解 毕 ， 
从 刀 ) 我 们 在 ax +8=in 即 qx+m(- 趴 =-5b， 反 过 
米 也 成 立 ， 因 此 ， 解 同 余 方 称 有 时 用 不 定 方 程 求解 比较 方 
便 ， 
例 3 解 111x=75 (mod 321). 
解 因为 (11，321) = 3175， 所 以 问 佘 方程 有 三 个 解 ， 
把 所 给 同 余 方程 化 为 
37Y=25(mod 107) 
解 不 定 方 程 
378+ 107v = 25 (#) 
得 w= -8，uo=3， 于 是 
X= 8 tmod 107) 
是 4*) 的 解 ， 国 此 席 求 的 3 个 解 为 
XY 二 99，99+ 107=206, 99+2]4=315, {mod321). 
再 从 山 我 们 有 my 三 ~50mod 外， 人 很 如 yy, 是 它 的 解 ， 
那 未 


ao 一 
Xp = 一 


就 是 (了 1D) 的 解 了 ， 求 解 此 式 有 时 比 解 晤 ) 方便 ， 
例 4 解 863 x 二 880(mod 2151) 
80 


解 ”由 原 式 得 


215i1y 二 — S880 Cmod 803) 


即 425y= — 880 {mod 863) 
用 5 除 两 边 得 85 y= -176 (mod 863) 
3863z 汪 176 {mod 85) 
如 13z=6 (mod 85) 
再 85m — € {mod 13) 
即 7 三 -6(mod13) 
因此 Do= 1 
85 十 扣 
于 是 z= 7 
= _853x7 7 176 = 69 
a5 
_ 2151x 89+8280 _ 
Xn = B03 = 173 


妈 x 二 173 (mod 2151) 是 所 求解 ， 因 为 (863，2151) = 1， 
所 尽 所 给 方程 只 有 这 崔 一 解 ， 钥 毕 ， 
多 元 一 次 同 余 方程 我 们 可 以 化 为 一 元 一 次 同 余 方程 来 求 
解 ， 
例 5 解 2x+7y=5 (mod 12), 
解 ” 所 给 方程 可 以 写成 
2x=5—7y (mod 12)., 
办 为 (2，12) =2， 于 是 我 们 有 
71 关 5 {mod 2) 。 


解 之 得 uy 三 1 (mod 2), 
或 y=1+2t, 
代入 所 给 方程 得 
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2%== —2—14t (nod12), 
其 X 二 一 1 一 ?imnodB) 
因此 X= ~1-7t+6s. 
于 是 所 求 的 全 部 解 yE1+29 x 涯 -1 一 71+fs(mod12)， 
这 旺 #=0， 1 …， 5 S=0， LI， 共 12 组 和 解 ， 印 


并 二 呈 * 三 11 一 二 人 . 
bo, b=, bs, ye 

x 三 3 三 9 X 二 2 三 8B a 
(2s, bs, bn b=, 

Tx 三 1 X=? % 三 习 X sb 

(2g, (2,, by 11, [ee 


于 面 我 们 来 讨论 一 次 问 余 方程 组 的 解 . 

在 代数 方程 中 ， 二 个 不 同 的 一 元 … 次 方程 没有 公共 解 ， 
也 就 是 说 在 代数 方程 中 没有 一 元 一 次 方程 组 的 求解 问题 ， 但 
对 于 模 不 同 的 一 元 一 次 同 余 方 程 组 不 是 这 样 ， 因 为 模 不 同 ， 


所 以 求 它们 的 解 就 变 成 有 意义 的 问题 了 . ， 
我 们 先 就 模 是 五 质 的 简单 情况 来 讨论 ， 下 面 的 定理 叫做 

孙子 定理 是 时 在 三 世纪 我 国 孙 子 提 出 的 ， 这 就 是 中 外 驰名 的 

所谓 中 国 刑 念 定理 . 


定理 2 假定 Hy Pls ry TR 两 两 志 质 ， 那 林 同 余 方 
程 组 
Year (mod ty 
{4) 
X= Cmod rm,) 宰 


对 于 模 = mtime 有 了 叭 一 解 Ee 
8&2 


X= sas 二 os (mod Ht) » 
这 里 到 等 = {mod ray 。 
证 明 内 ! 了 人， ni) = 1; 所 以 同 余 方程 mx 1 (mod pr:) 
有 唯一 个 解 x:， 即 


1 {mod rn;) 。 


和 3 
这 时 亚 然 了 i Cmod mi ， 1 过 六 
， Ey 
证 2 Tm 一 一 wl 十 十 mr Tg, 


于 是 a=qitmod m}， 所 忆 x 三 & tmod 中 是 (9 的 解 ， 

苦 候 如 P=a, (mod mi) 及 是 (人 的 解 ， 那 术 2 二 8 (mod 
Mi， 因为 (mi ，1m》Y>=1， 所 以 a=6 mod 由 这 就 是 说 对 于 
模 *， (4 具有 礁 一 个 角 ， 因 此 定理 成 立 ， 

例 5 中 解 同 余 方 程 组 

x 三 2 (mod 3) 
X=3 (mod 5) 
2 mod 7) 
解 解 同 余 方 程 
35x=1 {mod 9，21X 三 1(mod 5), 15x1 (mod 7?) 


此 即 孙 子 算 经 书 中 提出 的 癌 题 之 一 ， 今 有 物 不 知 基数 ， 三 三 
之 剩 二 ， 五 五 数 之 剩 三 ， 七 汪 数 之 镜 二 ， 间 物 儿 全 ? 符 日 二 十 三 ， 淡 
玫 它 的 一 般 解 法 。 基 萌 程 大 位 的 算 经 统 宗 (1593) 书 中 有 一 歌谱 : 

三 大 同行 七 十 带 ， 五 树 梅花 甘 一 枝 ， 
七 于 团 贺 整 准 月 ， 除 站 零 五 便 得 知 ， 
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得 Xi=2 (mod3), x1(mod5), x,=1 (mod7), 
于 是 所 求解 
xX35*212+ 21r1r3+ 15*142 
= 233 三 23({mod105), 
鲍 了 7 了 解 
{2 (mod 5) ， 
3X 王 4 《mod 了 7) 
解 解 2x=1 (mod5) 得 x 圭 3(mod5), 解 3x 三 4(mod7) 
得 x 三 6 (mod 7)}， 于 是 所 给 同 余 方 程 组 与 同 余 方程 组 
7 {mod 5) 
~x 圭 6 (mod?7) (*) 
等 价 . 俞 x=3+ 5y, 那 未 3+5y=6 (mod7), 央 5y 圭 $ (mod7)， 
显然 y=2(mod7)7， 因 此 所 求解 为 
x=3+5y=3+10=134tmod 35) 。 
我 们 也 可 以 这 样 来 求解 ， 由 (* ) 得 
X=3+5y=6+?2 
即 Sy—72=3, 
显然 y=2，z=1， 所 以 
=3+10=6+7=13,. 
由 我 们 来 讨论 模 不 互 质 的 同 余 方 程 组 ， 它 们 的 解 我 们 也 
可 以 同样 求 得 
例 8 解 
ZX 三 一 2 mod 12) 
x 三 6 (mod 10) 
x 三 1 tmod 185) 
解 ” 原 方程 组 可 以 化 为 


34 


一 2 (mod 2:) 
一 2 人 《mod 3) 
6 (‘mod 2) 
6 (mod 5) 
1 Cmod 3} 
1 《mod 5), 


sy, 
lh 


RR 
人 于 末 用 


机 


因为 由 
[i -2 Cmod 2°) 
x lmod 2), 
人 -224mned 3) 
x 二 1(mod 3)， 
{mo 与) 
*x=1 mod 5), 


于 是 我 们 有 
X22 (mod 2°) 
= 1 (mod $7 
和 1 (mod 5) 


用 孙子 定理 求解 。 得 所 求解 
x=46 (mod 60) 。 
下 而 是 同 余 方程 组 有 解 的 必要 充分 条 任 。 
定理 3 同 余 方程 组 
{7 Caod 1m) 
“Xb (mod n) 
有 和 解 的 必要 充分 条 件 基 
CD (mod (mm, mm) ). 


得 x 三 -2 (mod 27)s 


得 x 三 1 (mod 3)s 


得 x 兰 1tmod 5)3 


假如 这 条 件 成 立 ， 那 末 (5) 对 于 模 [m， 塌 只 有 了 歇 一 解 ， 
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(5) 


证 能 ”假定 xs=e 是 它 的 一 个 解 ， 即 
c=a (mod ?9 , c= (mod 二 
于 是 a 三 bp (mod Cm， 功 )， 所 以 必 惨 条 件 成 立 . 
再 假如 a=6 (mod (m， 吉 }， 册 定理 1 得 知 同 余 方程 
my=b -a (mod n) 
有 解 y 三 d (mod 1)。 于 是 下 列 两 式 成 立 
atmd=a (mod m), stmd=b{mod 9 
好 所 给 方程 组 有 人 和解 x 持 a+ md。，。(mod[m， #7) 所 已 充 耸 条 性 
也 成 立 - 
假如 x，y 都 是 同 余 方 程 (5) 的 解 ， 那 来 
x 二 y (mod 1 x=y mod 
因此 %-y 是 m8 的 公信 数 ， 当 然 也 是 [rm 可 的 向 数 , 于 是 
x 二 =y (mod [rr, #1]). 
一 般 我 们 有 问 余 方程 组 


(v=o. 《mod sm) 
有 解 的 必要 充分 条 件 是 
oi=@ (mod prs. 及 了 = 1 


仍 如 这 条 忻 成 立 。 那 来 它 对 于 [ma，…。 9 由 只 有 了 崔 一 解 . 


习 是 4.1 


1， 解 下 列 一 :次 同 余 方程 
1) 25Bx=]79 (mod $37) 
2) 1215x560 (mod 2755) 
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3) bxt+15y=9(tmod 18) 
2，、 试 用 同 余 方程 解法 求解 不 定 方程 37x + 49y = 1， 
- 解 同 余 方程 组 
XsT (mod 4) 
| 《mod 5) 
\x=2 (mod 7) 
4， 解 同 余 方程 组 
{ 5Sx= 一 7 (mod 11) 
bx+9e0 (mod 1%, 
{7 (mod 14) 
gx 二 15 (mod 33) 
， 人 解 间作 方程 组 
dx— 3yt+ ?z=5(Cmod 17) 
bx+y—32=2 (mod 17) 
xT- dy- z= (mod 17) 
5 求 一 个 最 小 前 正 4 位 数 , 它 用 11 除 余 1, 用 13 除 余 3， 
用 17 购 余 7 . 


了。 设 m= 抽 po"， bis "ys ,是 不 同 的 质数 ， 那 来 


x {mod m) 


ta 


1 


与 问 余 方程 组 


x=a(mod pi!)}, ee, x=a(mod p.") 


等 价 ， 
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§ 4,2 质数 模 的 高 次 局 余 方程 


一 般 质 数 模 同 余 方程 
ff) = gx t+ 0 Cmod py, pha, (1) 
我 们 要 求 出 它 的 解 ， 并 不 是 不 可 能 ， 这 只 要 把 户 的 完全 剩 


余 系 0， 土 1 …* 士 二 由- D) 中 各 数 一 一 代入 验证 就 可 求 


得 全 部 解 ， 只 是 当 p 过 大 而 尤其 是 # 过 大 时 ， 代 入 验算 ， 显 
然 不 是 一 件 轻而易举 的 事 ， 恒 是 舍 此 外 ， 我 们 还 没有 一 般 的 
简便 方法 ， 为 了 减少 计算 上 的 困难 ， 我 们 可 以 先进 行 如 下 的 
简化 . 

首先 假如 (1) 中 了 (x) 的 系数 有 大 于 的 都 把 它们 化 为 
小 于 p. 再 如 果 f(x) 的 次 数 s 不 小 于 ps 我 们 可 以 用 x? 一 x 除 
fw) 得 到 次 数 小 于 记 的 区 ); 

| FW) = (人 一 人 QTr 1 
或 者 说 利用 x? 三 x (mod p) 把 疗 (x) 化 为 次 数 小 于 六 的 ro， 
即 . 
f(x) r(x) (mod P), 

显然 了 (x) 的 不 相间 和 解 与 r(x) 的 不 各 同 解 是 一 致 的 ， 因 此 解 
4 的 问题 就 变 成 解 >(x) 三 0 (mod 的 问题 , 因为 + lw) 的 次 
数 比 f(x) 的 你 ， 所 以 计算 较 简 售 ， 

再 假如 站 se) 三 g(x) gi (x) (mod 如， 那 末 求 解 人 1 ， 就 
变 成 求解 

g(x) =0 (mod pp) 或 gi (x) =0 (mod p). 

因为 g(x)}，gz(%) 的 次 数 都 比 (的 婚 ， 所 以 计算 困难 可 
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以 大 大 减少 . 

又 根 如 已 知 x 三 almod 入 是 人 的 解 ， 由 (x) = (wx 一 中 
9g00 +r， 我们 有 r= 三 0 (mod 让 ， 因此 ft 三 (x-0) gC 
tmod 起 ， 于 是 解 CD 的 问题 就 变 为 解 gf 三 0 (mod 加 的 问 
题 ， 这 时 次 数 降低 ， 计 算 简 化 了 ， 

要 重复 的 是 (1) 只 有 用 数 代入 试验 来 求 其 解 ， 这 是 解 
(1 的 基本 方法 , 上面 的 简化 对 某 些 个 别 方 程 也 能 行 之 有 将， 
但 不 是 一 般 都 需要 . 

例 1 解 fj (xy = x -9x 一 7x’;+xt+2=0 (mod 5) 

解 简化 同 余 方 程 得 

r(x) = x 2x x+2=0 (mod 5). 
用 5 的 完全 剩余 系 - 2 - 1,0，1，2 代入 ， 得 知 它 有 3 个 解 
Y 一 一 1，1，2 Cmod 5), 

例 2 假设 p 是 质数 , 那 末 同 余 方 程 x*!-1=0 (mod p) 
有 p-1 个 解 、 

解 ” 由 费 蕊 定理 ， 任 童 与 bp 志 质 的 数 都 是 它 的 解 ， 央 此 
它 有 -1 个 不 相向 的 解 . 

X%=1，2，…， 一 1 (mod 和 站。 证 毕 ， 

假如 p>2 由 

xP 1= (x 1) (Cw +a it txt 1), 
得 知 p- 2 次 同 余 方程 

3 二 十 芝 二 = 和 (mod p) 
有 也 -2 个 不 相同 的 解 ， 

X=2, 3, 2 p- 1fmod py 

同 在 代数 方程 中 一 样 ， 假 如 关于 模 p， (x 一 中" 是 站 (x) 
的 因 式 ， 但 (%-- 中 *'! 不 是 站 (x) 的 因 式 ， 那 末 x=a(mod p) 
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出 做 辣 余 方程 f (x) 三 0 (mod p) 的 记 重 和 解 。 当 名 = 1 时 又 叫做 
单 解 ， 当 #1 时 叫做 奸 解 . 
譬如 在 土 例 1 中 了 (可 以 写成 
fx) = (x ~ x) (x 2 2) + (x 2x' — +2) 
三 (x—1) xt) -D(x +x+ 2) (mod 5) 
因此 x 三 1 是 f(x) =0(meod 5) 的 单 解 ，x 三 一 1 ，2 (mod 5) 
是 重 解 ， 这 三 个 解 都 基 7 (Cx) 三 0(mod 5) 的 单 解 。 由 这 我 们 
也 可 以 闫 出 电热 (x) 三 0 mod 站 与 rr) 二 0 (mod 办 的 不 提 
辐 的 和 解 是 一 至 的 ， 但 它们 在 各 方程 中 芍 重 数 不 一 定 一 致 . 
关于 (1) 欧 解 的 个 数 ， 我 们 有 下 面 拉 格 朗 昌 定 理 ， 
定理 ] (1) 的 不 相同 解 的 个 数 不 大 于 了 (x) 的 次数 
证 明 . 我 们 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 
#1 峙 ， 定 理 基 然 成 立 ， 假 定 n- 1 里 定理 成立， 假如 
x 三 8 是 ( 山 的 一 个 解 ， 期 了 (m) =0tmod 办 ， 命 
0x- DI) 《mod p) 
如 果 * 诗 5 Cmod 六 是 (的 任 一 解 ， 我 们 就 有 
f= -gpa=0mod p), 
因此 58==atmod 四 或 g( 四 三 0(mod 从 ， 前 者 器 与 6 司祭 ， 
后 者 x=p(mod p) 明 g(x) 二 0 (mod 入 的 解 ， 也 就 是 说 (1) 的 
艇 或 是 xcfmod 加 或 是 g(D=0(mod 让 的 解 ， 但 gw 的 
次 数 是 -1， 根 据 假 设 它 的 不 相同 的 解 不 多 于 #- 1 个 ， 因 
地 中 的 解 不 多 于 # 个 ， 扩 以 定理 成立 ， 
于 是 我 们 得 短 假 如 ， 
ox td" + 0 Cmod py 
有 多 于 “个 不 相同 的 解 ， 那 未 它 的 所 有 系数 都 能 天 p 整除 ， 
其 
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GDfmod p), f=0, 1, *'*, 他。 
要 注意 的 是 上 定理 只 说 明 (1) 的 解 个 数 的 上 限 ， 但 山 ) 的 
解 的 确切 个 数 并 不 存在 ， 仪 训 3 次 间 祭 方程 
%8 十 4 十 % 十 1 二 0 (mod 5), 
3 十 2 和 2 一 2 二 10(mod5)， 
%3 一 2%2 t+ 20 (mod 5) 
分 别 是 没有 解 ， 有 一 个 解 x 三 一 2 {mod 5)， 有 三 个 解 x 三 1， 
~1，2(mod 5)， 再 要 注意 的 是 上 定理 所 以 能 够 成 立 是 模 是 
质数 ， 候 如 模 基 全数 ， 定 理 不 一 定 成 立 ， 辟 如 3 次 同 佘 方程 
Xi— w=xCx—1) (+1)=0 (mod 6) 
有 六 个 稻 x 三 0，1，2,，3, 4; 5(mod 的 。 
f 次 同 余 方程 有 个 不 相同 解 的 条 件 有 下 定理， 
定理 2 #( 达 办 次 同 余 方程 (2) 三 0 (mod p) 有 站 个 不 
相 河 解 的 必要 充分 人 条 储 是 了 (x) 关于 模 p 是 x* -x 的 因 式 . 
证 明 设 x-x= g(x) +r (x)， 这 里 r{w) 的 次 数 小 
于 # 假如 (三 0(p) 有 + 个 解 ， 这 +# 个 解 显然 也 是 x? 一 x 
圭 0(p) 的 解 ， 因 此 也 都 是 +(x) 三 0(p) 的 解 ， 但 r Cx) 的 次 数 
小 于 n， 因 此 r(xw) 的 系数 都 是 上 的 异 数 ， 凤 x? 一 x 二 gx) 
fw) (mod 让。、 反 过 来 ， 假 如 ?一 x 三 g (x) 了 f(x) (mod 六， 如 
果 f(x) 三 0tmod 轧 解 的 个 数 小 于 #， 因 为 gx?) 三 0tp) 的 解 
不 能 多 于 psn 个， 所 以 qfw) 三 0 4p) 的 解 小 于 个, 这 
与 上 向 例 2 矛 揪 。 所 以 ”fl(w)=0 的 解 有 # 个 。 定理 证 毕 . 
在 $2.2 中 ， 我 们 得 知 g(p)=p-1 是 上 p 基 质数 的 必要 
充分 条 和 性， 下面 威 尔 生 .wilson，1741 一 1793) 定理 区 给 出 
力 是 质数 的 男 ~- 必 要 充分 条 件 ， 这 是 拉 格 并 日 于 1770 年 证 
得 的 . 
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定理 3 ”整数 p 是 质数 的 必要 充分 条 件 是 
(Pp- D+1=0) (mod 功 ， (2) 

证 明 ”假定 p 是 质数 ， 因 为 x 三 1, 2, …， 由 一 1(nod p) 
是 1- 1 二 0 (mod p) 的 解 ， 所 以 

MP i111) x 2 p+1) tmod p). 
令 x=0， 得 

-l=(- Dri(p— 1 (mod p). 

当 bp 是 奇 质数 时 ，p 一 1 是 侦 数 ， 因 此 (2) 式 成 立 ， 当 p= 2 
时 ， (2 显然 成 立 ， 于 是 必要 条 件 成 立 ， 

反 过 来 ， 假 如 (2) 成 立 ， 如 果 轧 不 是 质数 ， 僵 9 是 户 的 
真 约 数 ， 因 为 1<qg<p， 所 以 (=-11=0(modo ， 于 是 
(一 11 二 1 革 0fmod 人 的 ， 这 与 多 了 矛盾 。 所 以 坟 是 质数 ， 因 
此 充分 条 件 成 立 ， 定 理 得 证 ， 

芍 如 6 人 +1=721=0(mod7)， 

用 这 定理 来 判别 数 x 是 否 是 质数 ， 非 常 困 难 ， 轩 为 就 是 
#4 是 3 和 位 数 时 ，(w 一 1+1 也 是 超过 100 位 欧 数 ， 计 算 量 很 
大 . 

假如 x1，**， oo 四 基质 数 上 的 简化 剩余 系 ， 由 上 定理 ， 
显然 


Nixptp +t 0 (mod 由， 
这 是 (2) 的 一 般 形 式 .， 要 注意 的 是 这 里 p 是 质数 ， 如 困 p 不 
基质 数 ， 上 式 不 一 定 成 立 ， 蔷 如 
with + 1 =mod 4), 
Nirmansy ~ 1=0 (mod 15) 
在 $5.1 中 将 另 有 详细 说 明 ， 
例 3 假定 p 是 质数 ，# 是 正 整数 ，p 之 n>>0， 试 证 
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人 一 1)1 (一 下 1 二 (一 雪 "fmod p) 
证 因为 (一 1) 三 bp 一 (mod p}， 于 十 
Dl- Ditp-1) (pn+1) (mod p) 
因此 mw-DItp-Dla(-D"T ip-D)1l=(-1)"(-1) 
三 { 一 1)"(mod py 
特别 ， 当 *= 1 时 ， 就 是 威 尔 生 定理 ， 因 此 上 例 可 以 说 
是 威 尔 生 定理 前 推广 


习 题 4 2 
解 下 列 各 方程 


1. Sx + dx + 3% + BX NX + BB+ dx’ + x + Bx + es 
+ dx +2x=0 {mod 5). 

2. 2x' ?+ x + wt Gx! + xii + Ox + w? + Hs + ZT 
x 十 dX 十 6x3 十 dx: 十 十 4 二 0 (Cmod 7)， 

3, x!=87 mod 41). 

4， 霞 定 p 是 质数 ，n 1(p-1)， 那 未 wx 三 1(mod 办 有 
个 解 ， 

5， 试 证 了 (x) 三 0 (mod p) 有 卢 个 不 相同 解 的 必 要 充分 
条 件 是 关于 mod p，x? 一 x 是 了 f(x) 的 因 式 . 


3 4.3 合 数 模 的 高 次 同 余 方 程 


同 余 方 程 

fn) = or Tat 0 modm) mho, 0) 
的 解法 , 基本 原则 仍然 与 上 节 解 质数 措 的 一 样 , 先 对 了 (x) 的 
系数 ,次 数 及 模 mm 进行 简化 ， 热 后 以 完全 剩余 系 中 数 代入 ， 
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求 得 其 解 . 

同上 节 一 样 ， 我 们 可 以 对 Fo 进行 如 下 简化 ; 

假如 (0,，'D =1， 那 末 (1) 的 拓 都 与 m 互 质 ， 恕 时 这 时 
了 (3) 的 次 数 主 p tm) ， 我 们 可 以 用 "一 1 除了 (x) 或 用 x 站 
三 1tmod ?把 站 (0 的 次 数 降 低 ， 醒 问题 简化 ， 

下 面 我 们 对 模 m 简化 ， 首 先 假定 吉 = mz， (90 ， 人 二 》 
= 1， 显然 寻 ) 与 问 余 方程 组 

(x 0 Cmod m) 

Oo =0 Cmod m;) 

等 价 ， 这 就 是 说 (1) 的 解 荐 (的 解 , 反 过 来 (如 的 解 也 是 (1) 
的 解 ， 因 此 求解 (1) 就 变 为 求解 (2 了 了， 

我 们 这 样 来 求解 (2) ， 先 解 f (x) 圭 0 Cmod my 及 了 (Go 
三 0 (mod 9h2) 分 草 得 x 二 a; (mod m1) i=1， x 三 如 
(mod rr2) y 7=1, "yy $8, 旺 然 12) 与 ff 个 同 余 方程 组 

人 2 Cmod m2.) 


{2) 


x 三 b, (mod m;) 3) 


Ei= sl " 
等 价 ， 于 是 (3) 的 所 有 解 就 是 (1) 的 全 部 解 ， 由 孙子 定理 ， 对 
于 模 吉 ，(3) 中 任 一 方程 组 都 有 唯一 解 ， 因 此 共 *s 个 解 ， 这 
rs 个 解 就 是 (1) 的 全 部 解 ， 

出 上 而 的 讨论 我 们 又 得 知人) 的 解 的 个 数 等 于 Fo = 有 1 
(mad fm 的 解 前 个 数 与 了 Co 二 0Cmod ma 的 第 的 个 数 的 乘 
积 . 

例 1 解 w+3x3 + 9x:+3xt+2=0(mod 30) 

解 因为 如 +3x3+3x2z+3x+T2s0(mod 5) 

的 解 为 % 三 2， 一 1，2(nmcd57， 
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3 二 37+ 2 三 0 mod 各 


的 解 为 “三 2, -1 1, 2(mod 6)， 
于 是 同 余 方程 组 
{ Cmod oy 
x 三 b (mod 6) 
的 解 X= Bo + 255, (mod 30)}, 
这 里 m= —2, 1, 2; b= —2, —1, 1， 2 


就 是 所 求解， 因此 所 求解 共计 3Xx4= 12 个， 

x=-—-13, —11, ~-8, -7, -2, -1, 

2? 4 了; 8， 13, 1l4(nod 30) 
下 面 是 4.2 中 例 2 的 一 般 形式 ， 
例 2 同 余 方程 
2 10 (mod m) 

有 (9 个 解 . 

证 与 ms 不 互 质 的 数 显 然 不 是 所 给 方程 的 和 解 ， 再 由 
$ 2.2 欧 拉 定 理 得 知性 意 与 m 互 质 的 数 都 是 它 的 解 ， 所 以 它 
有 yt 个 解 ， 证 些 ， 

再 为 了 使 复 m 尽 可 能 化 小 ， 我 们 拒 n 写 成 质数 帘 的 乘 


积 ， 即 m= 负 *… 因 7"， 丁 是 求解 (0 归结 于 求解 
f=0mod 2 (dy 
下 面 我 们 来 讨论 (4) 的 和 解法。 这 解法 也 可 以 说 是 和 解 (1) 
的 基本 方法 . 
我 们 容易 知道 (4) 的 解 都 是 
jx) 0 (mod p} (6) 
的 解 ， 因 此 我 们 可 以 从 (5) 的 解 中 来 求 (4) 的 解 。 我 们 这 禅 
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来 进行 ， 先 从 (5 ) 的 解 中 求 出 
fx) =0(p) (6) 

的 解 ， 衣 从 所 得 的 解 中 求 出 了 (x) 三 0(p 站 的 和解 ， 这 样 总 续 推 
求 ,最 后 得 到 (4) 的 解 ,假如 (5) 没有 解 ,当然 (4) 也 就 没有 解 . 

假定 x 三 x，(tmod 用 是 (5) 的 和 解 ， 显然 xi+ pis 为 是 任 
意 束 数 ， 都 是 (5) 的 和 解 ， 首 先 我 们 来 挑选 石 使 x 三 xi+ pt 
(mod p”) 是 (6) 的 解 . 我 们 把 x=xit pt 代入 (6) ， 得 
fxi+ jf) 三 0 (mod 8 的， 用 侣 劳 公式 展开 (x+ ph) 得 

Cd 十 pi) =f x) + pf (xd t=0(mod p’) 


如 Te + f° (xh=0 (mod p). G) 


假如 六 兰 0lmod py， 那 末 上 式 有 座 一 个 解 太 三 #7 
(mod p)}， 因 此 x 三 x+ pt = xstmod p 是 (8) 的 解 , 同样 ， 
因为 三 x (mod 让 ， 所 以 了 (x1) 才 0 (mod p), 于 是 由 x; 我 
们 又 可 求 得 (x) 三 0(p) 的 稻 x =x;+ pp:Y;， 一 般 假定 我 们 
已 求 得 x 三 wtmod pr 是 了 (x) =0 (mod j-!)y 的 解 ， 即 
-二 0tmod 六 信 ， 我 们 把 x= -1+ 二 代入 4) 得 

Fmt pi 

=f x) + Hf ws Dh 0 (mod p), 


即 i + fm -1 三 0 (mod 各。 ”8 


我 们 容易 知道 x 三 x (mod 科 ， 因 此 疡 (法 0(mod 办， 
所 以 (8) 有 唯一 个 解 . 1 二 fi (mod 区， 于 是 x 生 条-1 十 
名 = 和 (mod 区 就 是 (4) 的 解 ， 这 就 是 说 我 们 已 求 得 
和 :后 ， 再 解 (8)? 得 所 -， 那 未 所 = 加 -+ 扩 的 -就 是 (4) 
的 解 ， 
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于 是 我 们 得 知 ， 假 如 已 知 “=2 mod Pp) 是 (5) 的 一 个 
解 ， 只 要 产 (xz) 寺 0(mod 办 ， 我 们 就 可 以 在 与 xi 同 余 的 数 
中 (对 于 可 妃 求 得 (4) 的 一 个 解 . 


假如 了 (xy =0 mod 办， 如 时 Te #0 (mod p)， 那 
未 (7) 无 解 ， 因 此 在 对 于 模 p， 与 x 同 余 的 数 中 ， (4) 没 
有 解 ， 如 果 二 CD =0(mod 所 )， 那 末 (7) 有 个 解 ， 办 此 
这 时 (6) 也 有 上 个 解 ， 也 就 是 说 这 时 用 个 x;:， 对 于 惫 个 
x 显然 了 (x2) 二 0tmod 办 但 信和 2=0 (mod p) 就 不 一 


定 成 立 ， 末 此 这 时 由 xsx (mod 办 能 否 求 得 f(x) 二 
tmodp') 的 解 ， 以 及 求 得 若干 个 解 ， 并 无 一 般 结论 .， 求 解 
这 类 辐 祭 式 上 只 有 按照 上 述 方 法 具体 推导 . 

由 上 面 讨论 我 们 得 知 只 要 fo 圭 0 (mod 站 与 疡 (= 和 
{mod 记 没 有 公共 解 。 由 (5) 的 一 个 解 就 可 求 得 《4) 的 一 个 
解 ， 并 且 由 《5) 的 不 相同 的 解 求 得 的 (4 ) 的 解 也 是 不 相同 
的 ， 于 是 我 们 有 ， 

定理 假如 (XY 二 0 Cmod 站 与 疡 (三 人 fmod p) 没有 
公共 解 ， 那 来 (4 ) 的 解 个 数 与 (5 ) 的 解 的 个 数 相等 . 

例 3 解 吕 ~2x+6=0(modl25) 

解困 为 了 =w -2x+ 6 三 0 (mod5) 即 邓 一 2x% 十 10 
(mod5) 有 两 个 解 x=1，2。， 先 讨论 x1 = 1， 这 时 (1) =5， 
f'(1) = 1， 解 同 余 方 程 


即 B+ =0mods) 


1+t0 (mods5) 
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得 页 二 -1 tmod5) ， 因此 因 二 1+5 = 一 4 tmod25) 是 
fw) 一 0(mod26) 的 解 ， 再 因为 一 要 = 一 50 六 (和 一 46， 
解 同 余 方 程 
—2+46t,=0 (mod5) 
即 
-22+ 二 0 (mod5) 
得 二 2C(mod5)， 于 是 所 求解 为 
X44+ 25.2=46tmodl25) 
再 讨 论 x1=2， 这 时 了 (2) =10，/ (2) =10， 同 余 方程 
2+10f=0 (mods) 
显然 无 解 ， 所 以 ， 这 时 所 给 回 余 方程 也 无 解 . 因此 上 面 求 得 
的 x 三 46 Lmod125) 是 所 求 的 唯一 解 ， 解 毕 ， 
例 4 假定 (4, t=1,. xx 三 =xo (mod 贡 是 同 余 方 程 
x*"a(mod rp , n>0, 
的 一 个 解 ， 试 证 这 邮 余 方程 所有 解 是 xo 与 同 余 方程 
El (mod 9 
的 所 有 解 的 羔 积 。 : 
证 显然 从 忒 = atmod it， 六 二 10nod Im) 即 得 《ogg 
三 gl(mod m) .再 如 时 册 才 yz (mod 0 那 末 xoyi 才 ow (mod 
机) 。 从 x! 二 a mod 7，x' 圭 9 (mod 7) 得 wr 二 x!’ (mod m)、. 
六 为 {xo，1w 二 1， 假如 xy 三 x (mod my) ， 那 末 (x "三 w* 三 
Xtmod rm)， 因 此 yy 所 1 (mod tm 。 证 毕 ， 
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el CHL le 


Te 


习 题 3， 4 


解 下 列 各 同 余 方 程 
1, Xt+t7x+ 4=0 (mod 27). 
. Xi 5x+7=0 (mod 9). 
,Bx + 9x + 9x+id=D (mod25). 
, xi + 27x: + 17x = 20=0C(mod30D. 
A + 10(modl15). 
dx + 3x+ 43 二 0 (mod1l25). 
。 解 同 余 式 方 程 组 
x 三 3 (mod8), xEE1ll {mod20), x=1 mod15), 


i 


99 


第 五 章 ”平方 剩余 与 二 次 同 余 方 程 


从 上 章 我 们 得 知 ， 求 解 一 般 二 次 同 余 方程 可 以 归结 于 求 
兢 质 数 模 的 二 次 同 余 方程 一般 质 数 模 的 二 次 同 余 方 释 可 以 
写成 

x!=a{mod p) C1) 
当 (1) 有 第 时 ， 那 末 a 就 是 某 平方 数 用 pb 来 除 的 剩余 ， 基 此 
我 们 出 a 是 p 的 平方 剩余 ， 否 则 也 就 是 (1) 没 有 和 解 时 ， 我 们 
叫 a 是 的 平方 非 剩 余 . 

这 章 我 们 讨论 二 个 问题 ， 第 一 个 问题 讨论 平方 剩余 ， 世 
就 是 讨论 对 已 知 的 质数 bp， 那些 a 是 它 的 平方 剩余， 哪些 a 
是 它 的 平方 非 简 余 ， 严 对 已 知 m， 关 干 椰 些 质数 p， 它 是 平 
方 剩余 ， 关 于 哪些 质数 pb， 它 是 平方 非 剩 余 。 第 二 个 问题 是 
求解 (1》， 上 章 虽 然 是 讨论 了 解 一 般 同 余 方 程 ， 但 小 月 具体 
讨论 和解 二 次 同 余 方程 ， 这 里 也 可 以 说 是 它 的 补充 ， 


$ 5.1 基本 性质 


质数 5 模 的 二 次 同 余 方程 是 
ax + hx+c=0(mod ,tha 
当 p=2 时 ， 它 的 解 当 然 很 容易 求 出 ， 因此 我 们 假定 p 是 奇 
质数 . 央 为 (ao， 户 = 1]， 所 以 有 使 ao 三 1 (mod p) 成 立 的 整 
数 ao， 用 乘 两 边 ， 得 
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24+ abx+eac=otmod p), 
假如 o 呈 不 是 偶数 ， 我 们 可 以 把 它 玫 成 偶数 ab+ p=24,， 
六 夺 我 们 有 
XxX:+2bx+c=0mod p), 
即 (x+ bb) =F- eo (mod p), 
这 就 是 说 质数 p 模 的 一 般 二 次 同 余 方程 可 以 忆 为 《1》 的 形 
式 ， 因 为 g 二 0 mod 各 时 ，(1) 的 解 是 x 三 0 (mod 和 外， 情况 
非常 简单 ， 于 以 我 们 还 假定 pta. 
要 注意 的 是 对 于 质数 横 bp 的 二 次 司祭 方程 才能 化 成 (1，) 
这 样 简单 形状 ， 对 一 般 合 数 模 前 二 次 同 余 方程 不 一 定 能 如 
此 . 
假如 * 王 cftmod 让 是 (1) 的 解 ， 显然 x 二-atmod 向 也 
是 (13 的 解 . 因为 是 奇 质 数 ， 并 且 pha， 所 以 a 天-a 
(mod 让 ， 这 就 是 说 x 三 土 a(mod 入 是 (1) 的 二 个 不 相同 的 
解 ， 于 是 我 们 得 知 ， 假 如 (1 ) 有 人 解 ， 那 末 它 就 有 二 个 不 相同 
的 解 . 
下 面 我 们 来 讨论 第 一 个 间 题 . 
假如 记 是 奇 质 数 ， 
X=a(mod D, pha {1) 
有 和 解 ， 郑 末 它 的 解 必定 是 与 p 的 简化 剩余 系 上 1， 土 2, …， 


二 二 Cp 一 中 数 同 余 ， 区 此 与 


12，22， 0 (Fp-) 

中 一 数 同 余 的 数 都 是 的 半 方 莘 余 ， 显 热 在 5 的 简化 剩余 系 

中 除 与 这 些 数 闻 余 的 外 ， 其 他 都 是 p 的 平方 非 莘 余 ， 再 这 
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六 中 一 巧 个 数 关于 模 声 又 两 两 互 不 同 余 ， 这 是 因为 如 果 
t= (mod fp), 1Ej<iSF(p-D), 


那 末 GH r=0Cmod 和 站。 
因此 p16 一 让 或 p1G+ 间 ， 这 都 与 假设 不 合 ， 于 是 我 们 
有 ， 


定理 1 在 奇 质数 的 简化 剩余 系 中 ， 言 (bp- 2 个 数 
是 p 的 平方 剩余 ， 它 们 分 着 与 
8，22， Lp DY) 
同 余 ， 其 他 椰 所 - 切 谷 数 是 情 的 平方 韭 剩 余 。 
区 如 p=17 时 ， 却 (p- 霄 = 8， 因 为 


.1:=]，2: 三 4，3' 二 9， 4 三 16, 

5=8,， 0 二 2，7: 却 15，8: 三 13，, 
所 以 1，2，4，8，9，13，15，16 
3 个 数 是 17 的 平方 剩余 ， 其 他 

3, 5, 6, 7, 10, 11, 12,14, 
8 个 数 是 17 的 平方 非 剩 余 ， 

上 面 的 定理 解答 了 第 一 个 问题 的 第 一 部 分 ， 下 面 我 们 来 
讨论 第 二 部 分 ,但 这 部 分 的 讨论 非常 困难 , 远 不 如 上 面 简单 ， 
它 是 平方 剩余 的 主要 内 容 . 

假如 @ 是 六 的 平方 列 余 , 即 41》 有 解 ,因此 我 们 有 .a 二 a 


(med p)， 于 是 0-1sa 了 (mod 埠 ， 但 出 费 马 定 更 
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TT- 


[Fy 忆 v 上 于 于 


人 “1 三 | {mod py， 所 以 a 三 1 (mod p}. 反 过 来 ， 假如 


a i =1 (mod 加, 那 未 4 是 同 余 方 程 * -= 1 mad 各 的 
解 ， 轩 为 它 的 解 的 个 数 不 大 于 二 (p 一 了 D， 所 以 
1 BY, (寺中 -2D) 
就 是 它 的 全 部 解 ， 因 中 < 必 与 其 中 其 宇 同 余 ， 即 
G 王 六 人 (mod p). 
子 是 (1) 有 解 ， 所 以 ec 是 疡 的 平方 剩余 . 


理 ， 我 们 有 


由 ~ 得 由 一 1 
-1=t * -7a * +1) =0(mod ), 
pl 
. 因为 @ 人 才 1{mod 六， 所 以 和 二 -1 (mod 贡 。 反 


过 来 假如 d= -1tmod 上， 那 床 a 下 1 (mod ‘py， 因 
为 不 如 此 我 们 就 有 2=0(tmod 切 ， 这 显然 是 矛 扶 . 所 以 (1) 
无 解 ， 困 此 ,ea 是 扬 的 平方 非 猪 余 ， 

于 是 我 们 有 王 面 著名 的 葡 挫 判别 法 . 

定理 2 必 定 也 是 奇 质 数 ， 岂 ge， 洁 末 0 是 请 的 平方 剩 
余 的 必要 充分 条 性 是 


a 二 三 1 tmod 力 ， 
4g 是 上 的 平方 非 测 余 的 必要 充分 条 件 是 


da: 二-1imod p), 
303 
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芍 如 (Di? (Di=1(mod8), 931 =9=-1 
mod 6) ， 所 以 -1 是 5 的 平方 剩余 ，3 是 5 的 平方 非 剩 水 ， 
中 x 一 1(mod 全 有 有 和 解 ，x= 二 3 (mod5) 无 解 . 

出 上 上面 定 惠 3 我 们 容易 推 得 : 

定理 3 假定 a,， 5 是 与 奇 质数 p 二 夸 的 两 个 整数 ， 

01》 当 a, pz 都 蚌 户 的 平方 剩余 或 都 是 平方 非 剩 余 时 ， 
那 来 ab 是 的 平方 齐 余 ， 

(2) 当 g,， 上 中 有 有 一 其 p 的 平方 剩余 ， 另 -… 是 的 平方 
非 剩 余 时 ， 那 来 吧 蚌 户 的 平方 非 剩 余 ， 

上 上 面 是 平方 剩余 的 基本 性 质 ， 至 于 第 二 部 分 的 解答 ， 在 
下 节 我 们 将 以 简单 的 符号 给 出 ， 


3 5,2 勤 最 德 符 号 


平方 剩余 的 性 质 用 下 面 鄞 妆 德 符号 (~ ) 者 示 极为 方便 ， 


因此 下 而 的 讨论 我 们 就 从 勒 妆 德 符号 开始 ， 
定义 ”假定 p 是 坷 质数，(ta，p) = 1， 我 们 规定 
(C2) ={* 1” 半生 二 前 于 方 秋 余 ， 
p -1， 当 a 是 p 的 平方 非 刺 余 、 
这 就 是 说 勒 朗 德 符号 (是 表示 +1 或 -1， 当 a 是 p 
的 平方 剩余 时 ，(--) = +1， 当 a 是 的 平方 非 剩余 时 ， 


警 如 。( 方 )=+1 (- 订 )= -1 


由 定义 我 们 容易 得 知 
1 ，_ ay 
(=) 一 1, C3) 1， 
并 且 当 gq=b (mod pp) 时 ， 
oa,_rb 
C2) = 人 
根据 上 节 定 理 2 我 们 有 


定理 ] 假定 六 是 奇 质数 ， Cs py =1, 那 本 
(三 ) =a i (mod p), 


肯 我 们 有 

ab [es pb 
定理 2 = (5) (7). 
证 明 因为 


pi 


(全 = (D7 = 0 


= (全 ) 人) (mod p), 


而 (-2)，| (0 ), 加) 不 是 + 1 便 是 -1， 又 p 是 桨 质 


hn 
数 ， 因 此 定理 得 证 . 
属 如 (1 ) = (2 ) = (3 )= 一 1 
即 间 余 方 程 x 三 12 tmod 17) 无 解 . 
一 般 我 们 不 难 推 得 
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有 了 上 面 的 性 质 ， 就 下 较 容 易 讨 论 我 们 提出 的 问题 了 ， 
假如 a= 土 260…ofe， 那 末 


红 、_ 十 1 2 
(2) = DE 


因此 ， 判 别 () 的 问题 就 归结 于 判别 


(地 站 ，( 寺 )，(- 各 ，p，g 都 是 奇 质数 


D p 
的 问题 ， 下 面 我 们 来 分 别 讨论 ， 


定理 3 (CF)= (DT 
证 明 ”由 年 理 1， 我 们 有 


一 上 


(I=D (mod p) 


和 一 


5 是 +1 或 - 1， 而 户 又 是 奇 质数 ， 所 以 


-1 
Hl1), (- 
但 (一 ) (-1) 
定理 成 江 ， 

于 是 当 方 (p- Ds0tmod 2), 即 p=1(mod 人 时 ， 
(二 -) -1 当 二 起 -了 二 -1Gmnod2y， 即 鸭 二 -1(mod 4) 


时 ，( 二 二) = - 1， 也 就 是 说 当 p= 4w+ 1 时 ， 


1、 
当 p= 4 一 1 时 ， 
-1 
(= 1 
璧 如 p= 9, 13， 17， 29， 四 时 ， (1) =1; p=3, 


pb 
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7，11，19，23，…， 时 ，(- 


为 了 讨论 (二 )， 我 们 需要 下 面 的 高 斯 引 理 . 


) = -1 


定理 4 全 ) = (—1)", 
这 里 jt{ 宕 人 0 是 
gy 20 es 讨 (D-Da (1) 


中 各 数 用 p 除 得 到 前 最 小 正 剩余 中 大 于 -如 的 个 数 ， 


辟 如 a=3，p=11 时 ， 了 一 =5,， 用 11 除 下 列 各 数 


3, 6, 9, 12, 15 
得 到 的 最 小 正 剩余 分 别 为 
3，6，9，1，4 


其 中 大 于 5 的 只 有 6 ，9 二 数 ， 因此 4=2, 于 是 (下 ) = 
{一 1):=1， 即 x=3 (mod 11) 有 能 ， 显然 5 一 3=22=0 
(mod ti ， 所 以 ”x 三 土 5 (mod 11) 就 是 它 的 解 ,. 

现在 我 们 来 证 明 离 斯 引 悍 ， 

四 为 在 所 的 简化 剩余 系 1 2 …p- 工 中 小 于 也 的 数 是 
;大 于 思 的 数 是 上 。…，p-2,p- 
1 又 册 为 (1) 是 2 的 简化 剩余 系 的 一 部 分 ， 所 识 (1) 中 用 
轧 除 得 到 的 镜 余 如 困 小 于 -， 它 就 与 1，2，…,- 卫 一 申 一 


数 关于 同 余 ， 如 果 大 于 - 刀 ， 它 就 与 -全 一 ，…，p 一 2， 


3 2 ey 


107 


-1 中 一 数 也 就 是 与 - 过 一 ，…，- 2， ~- 工 中 一 数 关于 


刀 同 余 。 再 在 (1) 中 ， 那 & 个 数 中 一 数 与 其 他 -之 5 一 个 
数 中 一 数 不 能 与 只 是 符号 相反 的 数 同 余 ,这 是 因为 如 由 玉兰 
b tmod p), Ig 三 -blmod 上 ， 那 有 人 + 站 ce=0tmod p)， 因 为 
ta p) =1， 2 所 上 +1<p， 这 显然 是 子 盾 。 于 十 我 们 有 


a, 26… 权 全- Do=(- Dr" 12 2 (mod p). 


但 1.2.… 有 二 与 p 互 质 ， 所 以 


pI 
og ! 三 (~ Dmod p), 
即 (= (- Drmod 入， 
因为 p>2， 而 上 式 两 边 不 外 是 +1 或 -1， 所 以 
Gyr 
= DD, 


于 是 定 更 成 立 ， 
土 定理 中 的 还 可 以 用 具 剧 的 式 子 来 表达 。 


1 
一 


2 
定理 5 x= 了 ， [ fa] + Lt- ) (mod2), 


二 一半 


证 用 证 如-[ 细 jprm 


1 三 8 本 (p-D), 1Enep-1, 


本 人 一干 Ste-1] ep-1} 


于 是 于 ko= 守 [和 jp- rn 


再 假设 > 9r, 都 大 于 闻 ， 那 来 mate 六 二 都 小 于 


去 ， 尘 此 有 一 人 ry 了 一 六 Pitis ry 六 与 1， 2， ‘oes 


-和 一 弘 ， 所 以 
Mt) 
> R=pp— pit er te) + {rotten tr oi )s, 
Co 2 


3 
Tl 


凤 rei rr ,1 > RRp+ trit "er tr 


a 4A- Fl 
是 于 [p+ Dapp 
br 此 一 上 i h—1 
— 21 te tr 
因为 p 寺 1 (mod 2)， 所 以 
= dip 
#4= 》 ， [ EE 3 kla-1) (mod2) 
=1 p kl 
Dip- p-l1 (之 二 +1) 
| 2 
得 b= 2 2 2 一 上 
二 5 5 
了 
| ka 天 一 二 
: = [re | -to, 
于 是 下 二 | ] 人 一 二 
Vp -a 
三 Sr | ee ] + l(a-1) (mod 2) 
人 8 ’ 
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因此 定理 得 证 ， 
特别 ， 当 “= 是 奇数 时 ，a- 1 是 偶数 ， 因 此 这 时 


j= (< Wg] (mod 2). 


世 如 a=3，、p=11 时 ， 去 (p 一 起 =5， 所 以 


于 -jj*[ 痊 ]+[ 攻 ) 
=0f+0+0+1l1+1i=2, 

这 结果 与 前 面 算得 的 -… 致 . 
现在 我 们 来 讨论 (-)， 


2 、_ 
定理 6 = 
证 明 ”因为 在 上 定理 中 ，1<h<< 去 (p- 内， 所 以 


这 财 a=2， 固 此 


所 以 定理 成 立 . 


当 -之 开 = 0(mod 2) 时 ， 我 们 有 
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p-1 .ptl 一 
二 0 {mod 4)， 


一 十 


因此 于 人 ~ 了， 二 (+ TD) 中 必 有 一 是 奇数 ， 一 是 偶数 ， 于 
是 
了 3 上 =0 或 上 7 =0(mod 人 


即 p 三 1 或 p 二 一 1(mod 8) 
这 就 是 说 具有 当 p= 十 1 (mod 岛 时 ， 2 是 它们 的 平方 剩余 ， 


当 也 一 1 =1(mod2) 时 ， 我 们 有 


Pp”3 .p+3 一 
可 2 三 0 (mod 4) 


和 同上 面 一 样 ， 我 们 得 加 二 3， 或 三 一 3fmod 8)， 这 就 是 说 
只 有 当 p 三 十 3tmod 8) 时 ， 2 是 它们 的 平方 非 剩 佘 ， 
于 是 我 们 得 知 当 p= 8n 土 1 时 ， 
全) = 十 13 
当 p= 8n 土 3 时， 
2 二 一 
(5) = 1, 
譬如 户 =7，17，23，31，41 时 ， (3)= + p= 


2 二 一 
5，11，13，19 时 ， (0 )= 1。 
现在 只 剩 下 () 没 有 讨论 ， 这 问题 不 象 上 面 那样 简单 
能 给 出 一 般 的 结论 , 但 是 引用 下 面 著名 的 高 斯 互 反 律 ,我 们 可 
111 


以 把 对 已 知 g， 讨 论 (全 ) 的 问题 变 成 讨论 (二 ) 的 问题 ， 这 
祥 问 题 就 简化 多 了 ， 
下 面 是 著名 的 高 斯 互 友 律 , 这 结果 是 1783 年 欢 拉 首先 发 
现 的 ,1785 年 勒 盟 德 双重 新 提出 ， 但 也 科 都 没有 证 明 ， 直 到 
1796 年 高 斯 才 给 出 严格 证 明 . 
定理 7 假定 p，9 是 漆 直 不 同 的 奇 质数 ， 那 末 ， 
D1 
(二 Jo) {— 1) 


(2 ). 
即 CD 
Fp-1} 
写作 
证 明 因为 (了 =(-D 
den 1 
DE 


CD™ 


1 1 
3 -1 人 


民 C4+ 世人 


YY 但 +. 一 局 一 1 
所 以 Cl 7 (~D ， 
下 面 我 们 这 样 来 证 田 下 式 ;: 
下 他 ED ho a 1) 1 p-l _1 
EE -入 
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pb-1 .471 六 和 
到” 一 5 个 数 
ib ~ kg, 
1 
这 里 f=1,，2， es 到 人 @- D， R=1，2，…， 本 由 -1D， 
其 中 电 然 无 一 为 零 ， 这 是 因为 如 果 ip=kq， 那 末 dl 1p， 这 
与 (p， 外 =1，1<g 矛 情 ， 再 在 这 了 了 93 上 个 数 让 ， 


了 
Atg-1 lp- 


假如 我 们 能 够 证 妇 正 数 有 有 对 ( -从 个 ,负数 丰 汪 [- 加 -] 


个 ， 那 末 !3 ) 式 就 显然 成 立 ， 
我 们 知道 对 于 给 出 的 卢 也 -条 20 的 必要 充分 条 件 是 
了 > 即 1xks| 2 |， 但 


ip 27 1 
< 
所 以 [之 j= 寺 Ge-D， 


因此 当 了 给 定时 ， 这 样 的 人 就 有 [- 上 各 ] 个 ， 于 是 在 巧 -向 
网 Em pi 3 hg 
hh 下 数 有 有 郧 [人 | 个 同样， 负数 有 并 【名 ] 个 
所 岛 {3 成 立 ， 央 此 定理 得 证 ， 

于 是 很 如 p，g 中 有 一 是 m+ 1 形状 ， 那 来 (之 ) (0) 
=1， 即 (A) = (他 )， 如 果 p，g 都 是 4m 一 1 形状 ， 
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那 末 (一 ) (EE)= -1, 


有 即 二 ) = - (A ， 
到 此 ， 我 们 的 第 一 个 问题 完全 解决 了 ， 


例 1 求 (全 9)，383 是 质数 . 


383 
219、 3 73 
解 (3 ) 本 (ss3) (385) 
但 
3 351-1 mw 3-L . 383 
(ss3) = (一 2 ? 人 ) 


3) (2) 


S31- 1 ,3-1 383 四 383 
1) 2: 2 (3) = (二 >) 


73 


( 0 ) = { 一 
2 2 2 | 
(88) ( 孝 (#3) ( 却 ) 1, 


所 以 (3a) = +1， 芭 219 是 383 的 平方 剩余 ， 
例 2 求 以 3 为 平方 剩余 或 平方 非 剩 余 的 奇 质数 p. 
解 由宇 反 律 


3 、_ 和 
(= CD (#), 


因此 (~DD-7，(- 好 ) 当 他 们 同 为 工 或 同 为 -1 时 ， 
-3 =- —* 一 为 一 计 3 
(7) +1， 一 为 1， 一 为 -1 时 ， 3) 1. 
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显然 ， 当 -之 -是 个 数 , 即 p=1 (mod 仿 时 ，(-D 


= +1， 当 之 了 二 是 奇数 ， 即 = - lnod 时，( 一 二 


2 
= 一 工 
机 因为 户 是 奇 质数 ， 关于 模 3 我 们 有 也 =1 或 5 二 -? 
当 p=1(mod 9) 时 ，( 志 ) = (3) =1， 当 p=-1 (mod 3) 
时 ，(- 弛 ) = (二 ) = -1. 


于 是 所 求 的 p 是 下 列 一 辐 余 方程 组 的 解 
bs 1 (mod 3) 从 mod 量 


p= 1 (mod #4}, =— 1{mod 4), 
从- 1 mod 3) 人 ), 
p=-1(mod 4), 站 1 (mod 全 

即 p=1, p=-1, p=~5, p= 二 5(mod 12)， 轩 此 当 


Pp 三 土 1 (mod 12) 时 ， ()= +1， 当 p 三 十 5(mod 12) 时 ， 


(二 )= - 1， 也 就 是 说 当 p= 124 土 1 时 ， 3 是 平方 剩余 ， 当 


P= 12n 填 5 时 ，3 是 平方 非 竹 余 ， 解 毕 ， 
下 面 是 $ 2*2 定理 10 的 另 一 证 明 @ 
例 3 试 证 费 马 数 F,=2”+1 (n>1) 的 质 因数 是 
2"+ 沧 + 1 形状 ， 
证 由 82.2 定理 9 得 知已 ,的 质 因数 户 尾 24+8+1 形 


状 ， 因此 p= 8h+1， 于 是 2 是 p 的 平方 剩余， 即 2 二 


地 这 证 明 是 诬 伯 阳 给 出 药 ， 
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1(mod 起 .但 pF 所 以 2” 二 -1 (mod p)， 因 上 比 2”' 三 1 
(mod p)， 显然 2 是 满足 2 二 1 (mod 入 的 最 正 整 数 ， 所 以 
2 此， 即 声 = 加 "中 +1， 证 毕 . 

戌 尔 生 定型 高 斯 曾 把 它 推 广 ， 下 面 就 是 这 著名 的 推广 定 
理 _ 
例 4 假定 &@，……*， | 是 呈 的 简化 剩余 系 ， 那 林 当 
n=4d, pr 2p", 这 于 了 是 奇 质 数 时 ， 

Opem + i=0 (mod mm) , 
当 人 tt 蚌 其 他 数 时 ， 
Gaotm 一 1=0 {mod m), 

证 1. 设 m= p", 设 吕 是 户 的 平方 非 剩余 ,因为 wx 一 六 
(mod py 有 唯 :和解 ， 此 解 显 然 是 是 某 tis 并 且 全 天 着 9 和 否则 
==b (mod p)， 这 上 与 上 是 p 的 平方 非 剩 余 的 慨 设 不 合 ， 如 果 
我 们 把 这 样 的 diy a; 作为 一 对 ， 那 末 所 有 Gls “和 2 可 以 


分 为 于 p{29 个 对 ， 于 基 
全 三 站 en {mod pp 本 


但 5 是 pp 的 平方 非 剩余 ， 所 以 = 1(modp), 因此 


-1 


了 四 

[| ) 一 C 一 + ED 
如 BD rp 
一 工 十 rp 生 
于 是 50 = (mod p), 
所 以 Gregei = — [mod pp , 
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2.。 设 =2t， ec 是 同 余 方 程 组 
站 2 by 
(mod 2) 
的 解 ， 那 未 »* 三 ce (mod2p”) 无 解 ， 或 者 说 c 十 2p" 的 平方 非 
剩余 ， 这 是 因为 如 果 它 有 解 ， 那 来 bs= ctmod 办 是 的 平方 
剩余 ， 这 上 与 假 度 不 合 、 于 是 同上 面 一 样 ,把 ex=c(mod2 p”) 
的 解 可 与 6 作为 一 对 ， 我 们 就 得 到 


RE 
Cy py = 


(mod 2 p") 
但 ce 寺 -1 (mod 四 ，e 是 奇数 ，Pp (2 加) =gp(p”， 所 以 


or l(tmod 2p" . 
因此 do = 1 (mod 2p") 
3。 设 m= 2”，%>2， 因 为 -1 是 名 的 平方 非 剩 余 ， 所 
以 ax 宇 -1(mod 2) 甬 解 &a 与 0 作为 一 对 把 co Gar 分 
为 2“ 个 对 ， 于 是 , 
overas (1 =1(mod2). 
4， 讼 向 = 20pi 各 "， 是 奇 质数 ， 是 加 的 平方 非 
剩余 ，e 是 同 余 方程 组 
dnd py 
% 二 1 {mod 2 pa p,) 
的 解 ， 那 末 是 严 前 平方 非 剩 祭 ， 于 是 根据 ax 志 ce (mod 1m) 
的 解 ， 得 


了 
G1 "dy tm) eo! (mod m) 


因 济 ec PD 1 (mod py， 记 以 Ca = ~ lmodp"). 
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但 gm = gp og Cp"), 而 gg(p; 中 是 俩 数 ， 因此 


rtm 


ec 三 +1(mod p."!) 
再 因为 c=1+2p,ph 所 以 
和 四 = {1+ 2 pa ph) im ， 


因此 ee 三 + 1mod Pa pr) 


妥 因 为 es”: 三 +1 (mod2”)， 所 以 cir 二 +1(mod 2"m). 


于 是 


ptm 
oO" +1 (mod my, BR a0 + 1 (mod pp . 


m= 4 时 定理 显然 成 立 ， 例 证 于. 


习 题 5.2 


1. 计算 


88 365 一 1457 
05)， (Ty)’ (一 8 一) ， 1847，2389 都 是 质数 ， 


2， 求 证 不 定 方程 x: + 23y = 17 无 解 ， 

， 求 23 的 平方 剩余 及 平方 非 镁 余 . 

， 求 以 7 为 平方 非 剩余 的 奇 质 数 ， 

， 设 p,，g 是 琳 质 数 ，p= q+ 4a 求证， 


看， ， 
1) (= 所 站)， 


Nn 了 


2) () = (0 ), 
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双 
者 


6。 试 证 同 余 方 程 x*+1 圭 0 {mod p) 有 解 的 必要 充分 条 
件 是 奇 质数 pp 是 好 +1 的 形状 。 并 利用 威 尔 生 定理 证 明 它 的 
解 是 x 三 七 1:205: (2) (mod 要， 

7. 假如 (x，3) = 1， 试 证 x*+3 的 奇 质 因数 一 定 是 
6 中 + 1 的 形状 

38、， 仿 如 (x， 坊 =1， 试 求 x:+y 及 x: 一 2y’ 的 奇 质 因 
数 的 形状 ， 

9。 证 明 形 状 是 时 +1 及 乓 + 的 质数 都 有 元 穷 光 个 . 


8$ 5.3 亚 可 比 符号 


我 们 的 第 -个 问题 在 上 节 用 勒 朗 德 符号 已 完全 解决 ， 而 
且 还 解决 得 非常 好 ， 美 中 不 足 的 ， 只 是 在 计算 勒 朗 德 符号 时 
还 稍 嫌 麻烦 ， 原 因 在 坎 朗 德 符 号 (-5-) 中 分 母 p 要 求 是 奇 质 
数 ， 因此 在 需要 用 于 反 律 时 ， 就 必须 先 判 别 分 子 是 否 是 质 
数 ， 假 如 是 合 数 还 要 把 分 子 化 为 质数 的 乘积 ， 然 后 才能 司 
用 . 这 样 在 计算 上 造成 了 很 多 困难 ， 为 了 克服 这 些 困难 ， 简 
化 计算 ， 这 节 我 们 介绍 比 勒 康德 符号 更 广泛 的 亚 可 比 (C.G。 
J],Jacobi，1804 一 1851) 符号 ， 

定义 假定 书 是 奇数 ， 己 = 如 如 et 是 它 的 质 因数 务 
解 ( 当 i 时 可 能 =p ， 并 且 (a， 已 ) = 1， 我 们 规定 
性 好 全 加 好 
人 = 人 (人 


p Pm 
其 中 右边 的 (~) 是 勒 朗 德 符号 ， 我 们 把 左边 的 (号 ) 叫做 亚 
可 比 符号 ， 当 己 是 质数 时 ， 亚 可 比 符号 就 是 勒 妆 德 符 号， 
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因此 亚 可 比 符号 是 勒 朗 德 符号 的 捧 广 。 
亚 可 比 符号 (- 方 ) 也 与 勒 妆 德 符号 一 样 是 表示 +1 或 


-1. 当 (入) = ~1 时 ， 同 余 方 各 

x 二 a (mod P) (1) 
无 解 ， 这 是 因为 假如 (1 ) 有 解 ， 显 然 *=almod p) 都 有 解 . 
因此 (5 ) =1， 这 与 (万 ) = -1 的 假设 不 合 ,但 当 (入 ) = 


+1 时 ，(1) 不 一 定 有 解 ， 央 为 这 时 可 能 有 个 数 个 (-E-) = 
一 二 ， 于 是 wx: 三 gCmod p;) 无 解 ， 当然 《1 ) 也 无 解 ， 这 是 与 蔓 
衣 德 符号 不 同 之 处 . 

下 面 我 们 来 讨论 亚 可 比 符 号 前 性 质 ， 这 些 性 质 在 形式 上 
大 都 与 惑 妆 德 符号 的 类 似 . 引用 这 些 性 质 , 我 们 可 以 把 勒 毅 德 
符 导 作为 亚 可 出 符 叶 来 计算 ， 因 而 简化 了 计算 各 朗 德 符号 的 
过 程 . 

显然 (二 ) =1，( 盾 ) =1， 并 且 当 a=6 (mod P) 时 ， 


_ub 
($B) 一 (5), 
这 是 因为 从 04=68 (mod P)， 我们 有 a=b (mod 记 )， 因 而 
有 CE)= (2 ， 再 我 们 还 有 


定理 1 假如 ab， i 那 末 
-人 A 
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证 毕 . 
与 这 第 质 对 称 的 有 ; 
定理 2 ”假设 P，Q 都 是 大 于 工 的 奇数 ， 并 且 (o，PQ) 
=1， 那 来 | 


-全 


(0D) = (8) 8). 
证 明 假设 P= [ps，Q= [] ,其 中 pg; 都 是 质 


数 ， 于 是 PQ= 如 …pugyg 因此 


0 a a 
(Fy) = lL lI) = (5) (小 
证 毕 . 
上 面 两 个 性 质 可 以 推广 到 一 般 几 个 数 乘积 的 情况 ， 


定理 3 (也 = (-D ， 忆 是 奇数 


到 一 


证 明 因为 (了 HHD) - TI (2) -TI(-3D 全 


世 ?it 
= 1) 
下 面 我 们 用 归纳 糯米 证 明 下 式 ， 


= (mod?) 
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即 (pi~1)=P-1(mod 4) (1) 
因为 p; 都 是 奇数 ， 所 以 p; ~ 1 是 偶数 ， 于 是 
(pi— Dt DD = pp (Pit ty) +1=0mod 4), 
因此 (pi—1) + {pa—1) pp 1(mod 4) 
邑 m=2 时 ， (1) 成 立 。 今 假定 m%- 1 时，(1) 成 立 ， 因为 
bis *** Pin-1 是 奇数 ， 所 以 


m1 


Dp DD= 3p-l)+p,-1 


pba 1+ pn 1 
= pir hn- pm -1= PP- 1 {mod 4) 
于 是 (1) 成 立 ， 所 以 定理 成 立 ， 


定理 4 ( 避 )=(-]) FP 是 厅 数 . 


2 
| 


证 明 因为 (名 = 可 (名)= TL- 


并 忆 二 
={-1)  ， 
与 上 定理 3 的 证 明 一 样 ， 用 归纳 法 我 们 容易 证 明 


Dp D= PP- 1 (mod160), 
Lk 


出 2 2 
即 PL nod 3)， 
2 3 可 mo 


定理 5 假如 已 ， 马 是 五 质 的 奇数 ， 那 未 
(0.) (去 - (—1) 二 一- 和气 


已 
QO 
即 BB)= (DD CD) 


证 明 ”因为 (号 ) (十 ) 


— Q P 二 pf br 
= I (2) I (全) 


-HI 1 -一 


己 气 一 < 
=《 一 二 
(志气 一 ) (艺苑 ) 
={-1) | . 
' P21 。 8- 
=D 
上 面 这 些 性 质 除 定 理 2 外 都 是 勒 关 德 符 号 具备 的 。 


例 1 求 (429 )， 其 中 563 是 质数 . 


后 从 3 
和 解 把 (4 和 0) 看 成 亚 可 比 符号 ， 我 们 有 
429 t+ 5 1 ,m63 563 134 
(2) = (D1 (53) (563) = (134) 
加 67 _ _ 4 -1 67 
= (329) (a29) = (1 (329) 
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-全 "2 429) 
=- (这 = -D7 (er 
0 了 (区 ) 
7、 ，13 、 7 
7 Ca) 
1 ，、_ 
“a71 


即 429 是 563 的 平方 剩余 ， 解 毕 . 

这 样 把 勒 户 德 符号 看 成 下 可 比 符号 来 计算 ， 就 没有 必要 
判别 分 子 是 否 是 质数 ， 因 而 计算 得 到 箱 化 ， 

例 2 求 所 有 与 30 互 质 的 尝 数 卫 和 使 


和)=+1 或 (也 )= -1 


解 ” 因 为 
Le (EB)= (D+ + (二 
因此 当 
(Cf) = + Plt+ > =0 (mod 2) 
或 (BD) = 一 31， Pi ,Pl steed 2 
30 、_ 

时 ， (7) =+1. 

根据 定义 我 们 容易 得 知 


当 ( 走 )= +1 时 ， P=1, 2, 4, 8 (mod 15), 


当 ( 各 - 和 6) = -Il 时， P=7, 11, 13, 14{mod 15), 
再 问 定理 7 的 证 时 中 样 ， 我 们 可 以 证 明 
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lL + =0(mod 2)H, P=1,3(mod 8), 


Wit+ 二 1 二 一 三 1 (mod 2) 时 ，P 三 5,7 {mod 3) 。 


于 是 逢 下 而 16 个 “次 同人 方程 组 
P=1, 2， #4， 8{mod 15)，, P=1, 3 (mod 8) 
P=7, 11, 13, 14(mod15), P=5, 7 (mod 的 
就 得 到 使 -万 -) = +1 的 16 个 数 ， 
P=1, 7, 13, 17, 19, 29, 37, 49, 71, 
83, 91, 101, 103, 107, 113, 119 (mod 120) 
同样 使 -3 ) = - 1 的 16 个 数 是 


P=11, 23, 31, 41, 43, 47, 53, 5§9, 61, 
67, 73, 77, 79, 89, 97, 109 (mod 120) 


习 题 5.3 
把 上 节 习 题 1 中 下 列 各 惑 朗 德 符号 作为 亚 可 比 符号 重新 
计算 
2。(_365 -1457 


l. Ce) 1847); 3 2389 2). 


4， 请 把 例 ? 证 明 中 计算 详细 定做 一 遍 ， 校 核 其 中 数字 
有 无 错误 . 


8 5.4 质数 模 的 二 次 同 余 方程 
现在 米 讨 论 我 们 的 第 二 个 问题 ， 我 们 米 解 


125 


x 二 gtmod 贡 ， 直 gc， 访 是 坷 质数 ， {1) 
开 二 节 我 们 只 是 讨论 它 是 否 有 解 ， 在 $ 3: 3 中 我 们 也 曾 提 到 
求解 质数 模 的 高 次 同 余 方程 ， 但 只 是 一 般 原 出 ， 这 节 我 们 要 
绍 出 其 体 的 求解 方法 . 
我 们 知道 当 (- ) =1 时， 出 欧 拉 定理 我 们 有 


1 
二 tp-1) 
于 

三 


=]1 tmod py， 


诗人 志 +13 
一 处 


于 古 oi * qlmod p)， 
假如 让 = 于 他 + 了 是 骆 煞 ， 那 末 (9 :=atmod ,因此 x 三 
土 中 就 是 记 求 解 当 上 是 整数 时 ， 如 果 它 是 奇数 ， 那 末 


到 人 + 了 二 1Gmod 2)， 即 p 三 3Cmod 9) ,如果 它 是 偶数 ， 那 末 


村 (+TDs0tmod2)， 即 改 =7(mod 8)， 这 就 是 说 当 p=3 
或 p 三 7 (mod 8 时 ，( 工 有 解 ， 它 的 解 是 


w= a 《mod 17, 
例 1] 解 吧 三 116mod 43) ， 
1]1 (43 1 一- 
解 因为 (3-) = 人 天) (7) +1 
所 以 同 余 方 程 有 解 ， 这 冉 p= 43 二 3 mod 8)， 因 此 所 求解 为 
x= +41 -411 (nod 43) 
出 计算 得 
11:=121= ~ 8(mod 43)，114 三 64 三 21(ntod 43) 
11:441=s11 (mod 43)， 11'= ~ 88=—2{mod 43), 
11:!= ~ 22 二 21 (mod 43), 
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所 以 % 圭 十 21 (mod 43)， 

假如 = 于 (+1) 不 是 整数 ， 上 法 当然 不 能 用 ， 但 我 们 
仍然 可 以 按 它 的 原则 来 处 理 ， 因 为 p 是 奇 质数 ， 所 以 关于 
模 8 ， 只 有 下 列 四 种 情况 

p=1, p=3, p=5, p=7 (mod 8) ， 

上 而 已 讨论 了 二 种 情况 ， 下 面 我 们 来 讨论 其 他 二 种 ， 我 们 先 
讨论 p= 三 5 (mod 怒 的 情况 

因为 p 三 5 《mod 8 时， 寺 (一世 是 整数 ， 由 


1 
th -1 
王 

0 


二 1 {mod nD, 


了 人 一 二 -1 


我 位 有 (a -DG +D)=0(modp) 
因此 


Lip=1) 


一 1 三 0 (mod 办 或 go" 
假如 前 式 成 立 ， 那 舟 


1 
《一 二 
他 于 


+ 
a [p=—1i 


+1 三 人 nod p)， 


“a=atmod p), 


1 
3 
a 


即 
显然 这 时 二 (p+3) 是 台数 ， 所 以 这 时 (1) 的 解 是 


三 sa (mod pb) EE 


1 
丸 + 执 
# 三 土 0 


假如 后 式 成 立 ， 那 末 


冯坤 十 执 
他 


mod pb) 外 


二 一 Geod p), 


由 和 5.2 定理 56， 这 时 3 是 户 的 平方 非 剩余 ， 即 


2 好 一 二 


三 ~1{mod 的 ， 
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于 是 


所以 这 时 人 4) 的 解 是 
一 土 24 人 0 ea (mod p), 


这 就 是 说 当 5= 5ktmod 8 ) 时 ,如果 中 5 1 (mod 办 ， 
(4) 的 解 是 


pt 


* 三 二 qa* mod p)s 


如 果 a 一-1(mod 六 ， 人 的 解 是 


x=+2 0 # pt {mod p), 
例 2 解 x od 101). 
解 因为 多-) = (- 议 )=( 访 )=+1， 
所 以 同 余 方 程 有 人 和解， 这 时 
p=101=5(mod8), 二 (p-1)=25 
我 们 先 计算 2325， 
232 = 529 三 24， . 23:=576= - 30， 
237= -27000 三 338， 23! 二 一 759=49 
233= -1617= -1, 
再 计算 2 
2 = 32， 2o-1024= 14, 
2 二 196 三 -6,， 2” 二 一 192=10 
因此 所 求解 
xX 三 土 ]0 * 49= 土 490 圭 土 15 (mod 101) 。 
最 后 我 们 来 讨论 p= 二 1(mod 8) 的 情况 。 它 比 前 面 三 种 


i28 


情况 复 架 ， 没 有 一 般 续 论 ， 下 面 介绍 的 ， 只 不 过 是 一 个 求解 
的 原则 而 已 . 
我 们 命 p= 2 + 1，k 宇 3， 记 是 奇数 ， 由 
Da) (tr + =) (mod pb), 
我 们 有 
de =1 或 gi? ?= 1(mod D), 
好 
ao sl 或 a = -1(mod p), (2) 
假如 前 式 成 立 ， 我 们 可 以 再 分 解 为 
(ao 1) (a +1)=0(mod 1， 
因此 
el 或 1t{mod Db), 
又 假如 前 式 成 立 ， 我 们 又 有 
他 或 的 4 一 1 人 (mod pp 
这 样 如 果 每 回 都 是 与 1 同 余 的 式 成 立 ， 我 们 这 样 继续 分 解 下 
去 ， 经 过 鼎 回 后 ，s 的 滋 窒 就 降低 为 有 这 时 a' 二 1 (mod p)， 
于 是 中 ! 寺 almod 站， 因此 这 时 (1) 的 解 是 
半天 rai {mod p). 
假如 (2) 的 后 式 成 立 ， 即 es -1tmod p)， 我 们 在 p 
的 简化 剩余 系 中 ， 任 取 的 一 个 平方 非 剩余 5， 因 为 
BD = 1(mod p), 
所 以 
bis 1 (mod p), (3) 
于 是 我 们 有 
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Dg =] (mod p), 
这 时 已 的 乘 稼 韦 2 的 倍数 而 的 乘 竹 是 22 的 倍数， 把 
上 或 下 分 解 ， 我 们 双 有 
人 om 或 1 mod p), 
假如 这 时 又 是 后 式 成 立 ， 我 们 又 用 (3) 式 彝 它 就 得 到 同 余 式 
bs gt $1 (mod p), 
我 们 再 然 续 分 解 ， 继 续 把 a 的 乘 圭 降低 ， 因 为 每 分 解 一 回 ， 
a 的 滋 窒 中 及 上 5 的 乘 替 中 2 的 个 数 都 问 时 减少 1 ， 因 此 经 过 
阁 干 回 后 ， 我 们 终 可 得 到 
bos=1 (mod p) 
于 是 记 ' gt! 三 galmod 四 ， 所 以 这 时 (了 的 解 是 
«= 圭 dg" (mod Pp), 
讽 3 解 x 主 5(mod 41)，, 


解 因为 (47-) =1， 所 以 同 余 方程 有 和 解 ， 这 时 p= 41 


= 人 343。5+1， B= 3 p=5, 由 计算 ， 我 们 得 
S540= -1(tmod 41), 


又 我 们 容易 验证 ( 忆 -) = ~ 1， 即 3 是 41 的 平方 非 狮 余 ， 内 
此 


373'5=— 1 mod 41), 


两 式 相 习 得 
325 5325 二 1(mod 41), 
再 由 计算 
3 9X9= ~ 116mod 41), 
因此 我 们 又 得 
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9 9 ,51 (mod 41), 


即 

$315 。 551 (mod 41) ， 
于 号 

$1 0 =65 (mod 41), 
因此 所 求解 


% 皇 士 3 55 三 土 2xX14= 土 28 三 二 13(mod 41) ， 

上 而 的 解法 原则 上 与 p=5tmod 8) 时 的 一样 ,逐步 活 
低 吕 但 当 避 较 大 时， 计算 非常 麻烦 ， 下 面 介绍 的 逐步 舍弃 
法 较为 简便 . 当然 不 论 p 属 何 形状 ， 这 法 都 可 适用 ， 但 当 
十 天 1 tmod 8 ) 时 ， 上 面 已 有 公式 ， 引 用 公式 ， 困 难 一 般 不 比 
这 大 ， 因 此 这 法 主要 是 在 p 圭 1(mod 8) 情况 下 采用 ， 

我 们 知道 (1) 只 有 二 个 解 ， 假如 求 得 其 一 ， 他 一 立 得 ， 
我 们 把 上 的 简化 剩余 厅 中 数 民 入 试验 当 熟 可 以 求 得 其 解 ， 只 
是 当 上 较 大 时 ， 简 化 剩余 系 中 数 过 包 ， 一 一 代入 ， 计 算 很 
类 ， 候 如 我 们 能 够 判别 其 中 某 些 煞 一 定 不 是 它 的 解 ， 我 们 就 
可 以 不 经 过 代入 验证 就 可 把 它 舍 弃 ， 如 果 舍 弃 的 狐 愈 和 多， 那 
末 用 以 代入 试验 的 数 就 剑 少 ， 因 此 不 必 费 很 大 计算 就 可 以 把 
必 的 解 求生 ， 这 就 是 所 谓 逐 步 舍弃 法 ， 具 体 步 驴 如 下 ， 

首先 p 的 简化 剩余 系 我 们 取 绝 对 值 最 小 的 ， 即 士 1， 


十 2， Ty + D), 因此 在 1 与 于 bp- 了 之 间 ， 《1 必 
有 解 ， 即 0<x<- 和 再 因为 (D 与 不 定 方程 巡 =a+ py 等 
价 ， 因 为 by = 好- G< 才 好 ， 所 以 yc 二 加 又 因为 x*=a+t 
Py<P+D, 所 以 1+ y>>0， 即 y>—1, 但 y 是 整数 ， 
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所 以 y 兰 0， 再 因为 4 不 是 某 数 的 平方 ， 所 只 or>0， 王 基 我 
们 有 | 
0<y<4p, 


这 就 是 说 在 小 于 于 p 的 正 数 中 ， 求 出 使 a py 成 为 某 平方 数 


的 y 就 得 到 (1) 的 解 了 , 因此 求 x 的 问题 转化 为 求 y 的 问题 ， 
此 外 我 们 还 有 下 面 更 多 的 会 弃 . 
假如 a+ py 圭 ctmod 中 ， 面 c 是 9 的 平方 非 潭 余 ， 那 来 
G+ py 就 不 是 平方 数 ， 因 此 这 样 的 y 都 不 是 我 们 需要 的 ， 可 
以 会 去 ， 于 是 任 取 与 捐 不 同 的 奇 质数 g， 求 出 它 的 平方 非 剩 
余 c，c，…， co 和 = 兽人 - 芒 ， 再 解 同 余 方 各 
a+ py=e(mod OD) j=1, + A 
得 y=a, (mod q)， 因此 在 < 二 p 的 正 数 中 ， 所 有 这 样 的 
区 二 的 十 时 i=1, “ry Ek, 
都 应 会 痉 ， 拓 须 代 入 试验 ， 
象 这 样 取 不 同 的 e 逐步 会 弃 ， 待 所 剩 的 个 数 较 少 ， 面 计 
算 不 太 麻 类 时 ， 即 代入 验证 ， 就 很 容易 把 人 1) 解 出 .。 


例 4 解 和 大 三 ?3 人 mod 127) ， 


解 因为 (127) =1， 所 以 同 余 方程 有 解 ， 今 用 水 步 全 


弃 法 求解 ， 这 时 c= 73， 怕 = 127，[ -227_ |] =al. 


首先 取 g=3， 显 然 2 是 3 的 平方 非 剩 余 ， 解 同 余 方 程 
73+127 y=2{(mod 3), 
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得 vy 三 1(mod 3)， 于 是 在 1 与 31 之 间 ， 删 去 所 有 形状 象 
1+3t 的 数 ， 剩 下 的 数 是 

2, 3, 5 8; 8, 9 ll, 12, 14, 15, 17, 

18, 20, 21, 23, 24, 26, 27, 29， 30. 


再 取 9= 5， 六 为 (之 ) = (地 ) = -1， 解 同 余 方程 


73+127 2 73+127 414(mod 5) 
得 yy 二 2，# 三 0tmod 5)， 于 是 又 将 所 有 形状 象 23+5t, 54 
的 数 山 去 ， 剩 下 有 
3，6，8，9，11，14，18，31，23，24，26，29， 
又 取 g=7， 因 为 (了 ) = () = ( 史 = -1， 并且 
73+127 n=3, 73+127 gi=5, ， 了 3+127 y;=6 
(mod 7) 的 解 分 别 为 六 二 0，ys 圭 2，y: 三 3(mod7)， 因 此 
蓟 去 所 有 形状 象 71,2+71，3 十 7+ 的 数 后 , 就 只 剩 下 六 个 数 
6, 8, 11, 18; 26, 29 
代入 试验 ， 出 
73+127x8=1089= 33’, 
得 知 记 求解 是 
x 三 十 33 tmod 127). 


习 题 5.4 


解 下 列 各 问 余 方程 

1. w= 5 (mod19)3 
2, x'= 5 (mod 29)5 
$3. := 2 (mod 71)s 
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#4, x 3 (mod 73),， 
5, x’=11 (mod 353); 
6, x=33{mod 27) ， 


$ 5.5 合 数 模 的 二 次 司祭 方程 


这 节 我 位 讨论 … 般 合 数 模 的 二 次 二 项 同 余 方程， 也 就 是 
讨论 它 朋 解 前 条 件 ， 解 的 个 数 以 及 如 何 求解 等 问题 ， 
我 们 先 讨 论 模 是 奇 质数 幕 的 同 余 方程 
x 三 4 (mod 扑 ， 记 oa， 坟 是 奇 质数 《17 
假如 6 有 解 ， 那 未 | 
x'=a (mod py (2) 


有 解 ， 即 ( 广 ) = +1， 反 过 来 假如 (2 有 解 ， 邵 (5) = + 


因为 这 时 (x) = x -9，f 下 (x) =2x， 因 此 当 p1f(xp) 时 ， 
让 f (x;)， 于 是 我 们 可 以 根据 $4.3 给 出 的 方法 求 出 (的 
解 ， 再 因为 (2? 有 解 时 ， 只 有 二 个 解 ， 所 以 这 时 人 也 只 有 二 
个 解 ， 假 如 x 二 elmod 是 {1) 的 一 个 解 ， 电 然 另 一 个 解 就 
是 x 二 -acimod 的 ， 王 是 我 们 有 ， 四 

定理 1 “〈D 有 解 的 必要 充分 条 件 是 

(六 = 十 1， 

这 时 它 的 二 个 解 是 x 三 土 a(mod 的 ， 并 且 可 以 用 和 4.3 的 方 
法 求解 ， 

例 1 佣 同 余 方 程 x’ 去 11 (mod 125)， 

解 ” 从 同 余 方程 x 二 11{mod 5) 得 x 二 1(mod$), 再 从 
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p 
| Ti 


人 L+5 殷 211(mod599， 得 10 和 5 皇 10(mod 5 因此 二 1 
tmod5), 于 是 1+5 寺 ff Cmod 5 是 x 二 11 mod 5 的 解 . 
叉 从 (6 车 ) ?三 11 {mod 5， 得 $300 二 二 -25(mod5)， 因 
此 12t 三 -1tmod5)， 肥 #2(mod5), 所 以 x=6+ 人 6， 
=56 是 所 给 方程 组 的 一 个 解 ， 于 是 所 求解 为 
x 三 土 56 (mod 125). 
下 面 我 们 来 讨论 
zimod 2 ， 24a (3) 

这 时 不 论 在 解 的 个 数 上 或 在 求解 的 方法 上 都 与 上 面 模 是 奇 质 
数 睾 的 情况 不 完全 一 样 . 

当 训 =1 时 ，a 三 1 (mod 2)， 这 时 3) 显然 只 有 唯一 个 解 
% 一 1(mod2)， 当 上 =2 时 ，c=1 或 o= -1(moddt)， 因为 
任何 奇数 的 平方 关于 模 4 必 与 1 间 余 ， 关 此 当 a=1 (mod 4 ) 
时 3) 有 二 个 解 z=1，3(mncdd4)， 当 6=3(modd7> 时 ，(3) 
无 解 ， 

当 避 =3 时， 假如 (3) 有 解 ， 这 和 解 必 为 奇数 ， 但 任何 奇数 
的 平方 关于 模 8 必 与 1 辣 余 ， 所 以 x:=1 tmod 8)， 因 此 a= 
1 (mod 8), 这 就 是 说 a=1 (mod 8 ) 是 (3) 有 解 的 必要 条 件 . 
反 过 米 ， 假 如 4a 三 1 (mod 8 )， 因 为 任 徊 奇数 的 平方 关于 模 8 
都 与 1 同 余 ， 所 以 这 时 ， (3) 有 解 ， 并 且 x=1，3，5， 了 
(mod 2 是 它 的 解 ， 

下 面 我 们 用 归纳 法 来 证 明 ， 当 全 >3 时 ， 6 全 ) 也 有 这 样 的 
4 个 解 ， 假 如 xx 和 CE(mnod 2 90 是 

X%2qfinod 2 人 (4) 

的 解 ， 即 c-a=2181。 我 们 不 妨 设 x=a+262 (不 能 象 
$4.3 中 那样 命 x=a+26 用， 代入 (3 得 
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X= 二 

=2 i+ a + 2 权 
因为 衣 ~1 宇 3， 所 以 -2 宇 2， 于 是 

2 (kh—2) =k—2+8~- 2=R-2+2=k 
央 此 

X= G2 1h + af) (mod 约 ， 

但 a 是 奇数 ， 所 以 有 适合 让 + 地 = 王 0(mod2) 的 唯一 值 方 ， 于 
是 x 三 9+ 242 (mod 2 就 是 (3) 的 解 ， 也 就 是 说 在 求 得 
2 后 ， 从 人 寻 -6=21 得 到 天 再 解 上 + 直 =0(mod 2) 得 出 
hs 于 是 YE 二 CT 各 itmod 2 就 是 (3) 的 解 了 ， 

在 求 得 (3) 的 一 个 解 x 三 x (mod 约 后 ，(3) 的 全 部 解 也 就 
求 得 了 ， 这 是 因为 假如 x 三 (mod 的 是 (3) 的 一 解 ， 由 所: 霹 
a (mod 约 ， 我 们 有 (从 -加 (B+ 二 0(mod 引 ， 即 

后 < 。 -全 =0 (mod 2 3) ， 


B-a ,Btn - Ba Bra 由 
但 - 避 + 一 7 = 忆 所 以 ~ ， 一 中 是 奇 
数 ， 一 是 情 数 ， 趾 此 
-4 =0 或 -2 =0(mod2r9， 

即 

B=a 或 pf 二 -atmod 2 !) 
所 以 

有 =z+r2 if 或 月 = 一 w+2 tt 
这 就 是 说 关于 模 z*， 不 外 是 下 面 形 状 的 4 个 数 

Qa, tal A 一 让 二 2 


显然 这 4 个 数 都 是 (3) 的 解 ， 因 此 它 就 是 (3) 的 全 部 解 . 
436 


综合 上 述 得 ， 
定理 2 同 余 方程 
x :=g (mod 21 ,a. (8) 
当 衣 =1 时 有 唯一 个 解 x 三 1 (mod 2); 当 和 =2 时 ， 有 和 解 的 
必要 充分 条 件 是 a=1 (mod 4 )， 这 时 它 有 2 个 解 
X=1, 3(modd)s 
当 衣 三 3 时 ， 有 解 的 必要 充分 条件 是 a 三 1 (mod 8)， 这 时 它 
有 4 个 解 ， 假 如 x% 三 & (mod 多 是 它 移 -个 解 ， 那 来 它 的 全 部 
解 是 
% 王 土 gy -十 q+ 处 1 (mod 2 。 

要 注意 的 是 在 用 5 4,3 中 方法 求解 (1) 或 (3) 时， 假如 
能 用 视察 法 或 根据 已 知 结果 求 得 w=a (mod pr 或 说 = 
(mod2%) 的 一 个 解 ， 我 们 就 可 从 这 同 余 方 程 开始 ， 这 样 在 计 
算 上 就 简化 多 了 .因为 我 们 只 要 求 得 山 或 (3 引 一 个 解 ， 那 末 
(1 或 (3) 的 全 部 解 也 就 求 得 ， 

例 2 解 x 三 57 (mod 63， 

和 解 这 里 64=2, 户 = 6，57 王 1tmoda)y 所 以 同 余 方程 
有 和 解 ， 我 们 不 难 知道 x 三 5 (mod 25) 是 

x 三 57 (ILod 25》 ， 
的 和 解 ， 因 此 这 时 a=5，25 一 57 =2:( 一 了 ,k= 一 1, 解 51;-1 
三 0 tmod 2 ) 得 三 1 (mod 2)， 所 以 x;3=5+2。，1=21 是 所 
给 同 余 方程 的 解 ， 于 是 所 求 的 4 个 解 是 
x 三 士 21， 十 21 + 32 三 十 53 (mod 64) ， 

运算 熟练 的 读者 不 难 会 想到 57 + 64 = 1321 =11;， 于 是 原 
同 余 方 程 可 以 写成 x 三 11 mod 6 从， 因此 x= 士 11 皇 二 53 
(mod6d) 就 是 它 的 解 ， 
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例 3 假定 z 是 x 二 gatmod 2 和 的 解 ， 这 里 下 基 3，24o， 
那 未 x 与 <c+ 2*"! 两 数 中 有 一 旦 仅 有 一 是 x 二 a (mod 21) 的 
解 ， 

证 设 a:-o= 北 1， 那 末 

{ot 2 Do= (oo0 + ogt 2 = +at+ 2 ), 
但 上 与 夺 a+2 7 的 和 是 奇数 ， 让 死 这 两 数 一 为 毒 一 为 但 ， 
凤 a 与 ao+ 2 中 有 一 旦 侈 有 一 是 x’ 二 a (mod 2*+1) 欧 解 ， 证 
毕 . 

引用 这 结果 逐步 求 x 三 almod 2 的 解 时 较 方便 

对 于 一 般 合 数 模 的 二 次 二 项 间 佘 方程， 由 上 面 的 定理 及 

$ 4.3 我 们 有 

定理 3 假定 m= 2"p?,-…pis，pi 是 奇 质 数 ， 那 末 同 

余 方 程 
XoGtmodm), (a, m) =1 


有 和 解 的 必要 充分 条 件 是 
(7) =1, i=1, 2, ***， 记 ， 


并 且 当 m=2 时 ，9 寺 1(mod 4)， 寺 1m 全 3 了 时 ag 三 1 (mod8) ， 
假如 上 面 欧 条 件 成 立 ， 那 未 解 的 个 数 当 rm =0 I 时 是 25 
当 me=2 时 是 2 :， 当 Po 苦 3 时 是 2**. 

我 们 的 第 二 个 问题 到 此 已 完全 解答 了 。 


可 题 5.5 


解 下 列 各 同 佘 方程 ， 
1, x 三 41 (mod 647 
2, X= 2 (mod 7°); 
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3. wx:=145 (mod 256); 

4. x*=69 {mod 508). 

5. 凡是 13) 的 解 都 是 (4 的 解 ， 但 是 (3) 的 全 部 解 是 否 就 
是 (4 的 全 部 解 ? 试 举例 说 明 . 
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第 六 章 ” 原 根 与 指标 


以 前 的 讨论 直接 间接 都 与 简化 剩余 系 有 关 ， 因 此 假如 简 
化 独 宗 系 能 够 很 简单 的 玫 册 ， 那 末 很 多 问题 就 容易 得 到 简 
化 ， 这 样 就 需要 我 们 引进 原 根 ， 这 章 我 们 讨论 原 根 的 在 在 ， 
求法 ， 简 北 剩 余 系 的 构造 以 及 与 它 有 关 的 指标 等 问题 . 


36.1 阶 数 


我 们 知道 当 (om 由 =1 时 ， 由 欧 控 定理 有 oer" =1 
(modrn ， 这 就 是 说 任意 与 嫩 互 质 指 整 数 c 自 匀 到 某 次 寡 就 
要 关于 机 m 与 1 同 余 ， 因 此 有 正 整 数 4 存 在， 使 

=1 (mod mm) ， 
并 且 
FA] (mod ORLA, 
这 最 小 正 整 数 4， 阳 做 5 关于 模 和 的 阶 数 ， 显 然 4 三 g opD， 
由 82.2 例 1， 我 们 又 得 条 4 | g(rm)， 

假如 和 4=g Cm， 也 就 是 洲 g 关 于 重 吉 的 附 数 是 ?人 加， 
那 末 a& 叫做 mm 的 原 根 . 

恬 如 a=3，m= 10， 这 时 ptpp =4， 

3t+=3, 3:=9, 3=7, $1=1 (mod 10), 
所 以 3 关于 10 的 阶 数 是 4， 因 此 3 是 10 的 原 根 ， 义 如 a= 
3， 沿 =8， 这 时 ptm) = 4， 因 为 3 三 1 (mod 8)， 所 以 3 美 
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于 8 的 阶 莹 是 2 ， 因 此 它 不 是 8 的 原 根 ， 再 因为 尾 瘟 奇数 的 
平方 关于 模 8 都 与 1 局 余 ， 所 以 8 的 原 根 不 存在 ， 

假如 a 关于 m 的 阶 数 是 4， 那 末 

Os Oy 

中 任意 二 数 关于 名 互 不 同 余 , 这 是 因为 如 果 5 二 a' (mod 9)， 
1 三 r<<s 三 4， 那 末 # "三 1(mod wm)， 但 sr 过 4， 这 与 的 
阶 数 是 4 的 假设 不 合 。 又 显然 它们 都 与 m 互 质 ， 所 以 它们 
是 和 的 简化 剩余 系 的 一 部 分 ， 候 如 14= gt 也 就 是 说 4 是 培 
的 原 根 ， 那 末 它 们 就 是 m 的 简化 剩余 系 了 ， 

下 面 是 关于 阶 数 的 基本 定理 ， 

定 还 1 假定 a 关于 模 m 的 阶 数 是 A， 那 末 

fo (mod 1 
的 必要 充分 条 作 是 
r=s (mod ND. 

证 明 充分 条 件 显然 成 立 ， 下 面 我 们 只 证 明 它 是 必要 条 
件 . 

命 r=gAtr' 3= hta 0 5 二 加 
因为 a= (0 oo Feo (mod m), 
所 以 Go (mod 1m), 
即 gr ~ $1 (mod #2). 
因此 + =s'， 于 是 rf 三 smod 如， 这 就 是 说 必要 条 件 成 立 ， 
所 以 定理 得 证 . _ 

特别 , 当 o 是 m 的 原 根 时 ， gf 三 ar(mod m) 的 必要 充分 条 
入 是 r=stmod gl)). 

定理 2 假定 关于 模 mm，a 的 阶 是 4， 那 未 址 的 前 也 是 
4 的 必要 充分 条 件 是 全， 国 = 1 
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证 明 ”要 定 绍 恬 =1， 丰 的 阶 数 是 1:， 因 为 
《GD = (qd ts1(mod m), 
所 以 14， 了 叉 因为 
(a t= =1 Cmod wm), 
所 以 A418t， 因 为 全 办 =1， 所 以 41t， 于 其 14 
青 假 如 a 及 司 的 阶 数 都 是 4，(， 习 =d， 因 为 


Ca) 1= (0) 11(mod m), 
所 以 41 访 ， 因 此 d= 1， 邑 (bp， 力 =1。 


证 毕 . 

定理 3 假定 9 总 关于 模 m 的 阶 争 分 别 是 4，A， 如 果 
(4，p) =1， 那 末 ob 关于 模 m 的 阶 数 是 14。 

证 明 根 定 吧 关 于 m 的 阶 数 是 &， 因 为 #9 三 1l， 二 1 

《mod m)， 于 十 
(oD * = (OB) (mod 1m), 
所 以 | 4， 叉 因为 
(oD R= (C0) (mod.m). 

所 以 & | 六， 但 t=1， 因此 1&。 同 料 1441， 于 是 
hp BB， 所 以 有 = hu， 因此 定理 得 证 . 

奇 质数 p 的 若 根 的 俩 数 塞 当然 是 p 的 平方 简 余 ， 但 是 p 
的 平方 璋 余 也 只 有 这 些 ， 

例 1 假定 a 是 奇 质 数 5 的 原 根 ， 那 末 a 的 奇数 客 是 
的 平方 非 剩余 ， 

证 用 到 证 法 ， 如 果 a*+! 是 p 的 平方 剩余 ， 屠 求 
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Cat!) = a WD =1 (mod p) 


1#2 


因为 “是 请 的 原 根 ， 所 以 -2 = 应 该 是 赣 数 ， 这 旺 然 是 矛 


盾 。 因此 根据 丈 拉 列 别 法 ，a 是 捐 的 平方 非 猪 余 ， 证 毕 ， 

例 2? 假定 户 及 49+1 都 是 奇 质数 ， 试 证 2 征 生 户 +1 
的 原 根 ， 

证 设 g=4p+1， 所 以 yp (q) =4p， 因 此 2 关于 模 4 
的 阶 数 只 能 是 1，2，4#，p，。 2 p 及 4 p， 因 为 p 是 奇数 ， 所 
以 p=1tmod 2)， 于 是 y=5(med 8)， 由 35.2 定 理 6 得 
知 ，2 是 9 的 平方 非 剩余 ， 因 此 

2:7= ~ 1 {mod 9), 

所 以 2 关于 模 g 的 阶 数 不 是 2 p， 当 然 也 不 是 2p 的 因子 2 
及 p， 显 然 2 关于 49 的 阶 数 不 是 1 也 不 是 4， 于 是 2 关于 gg 
的 阶 数 是 4 p。 所 以 2 基 g 的 原 根 .证 举 ， 


习 题 6.1 


1。 假设 户 是 奇 质数 ，a 是 大 于 1 的 整数 ， 试 证 

1》 of-1 的 奇 质 因 数 或 是 sg-1 的 因数 或 是 形状 多 
2pm+ 1 的 数 ， 

2》 P+1 的 奇 质 因数 或 是 gt+1 的 因数 或 是 形状 象 
2pm+ 1 的 数 ， 

2， 搬 定 户 是 奇 质数 ，n 不 是 p-1 的 因数 ， 试 证 

让 十 加 二 《起 -TO0gimod p). 
3， 假如 a 关于 模 避 的 阶 数 是 4， 试 证 路 关于 寞 mw 的 阶 


4 
数 是 一 忆 届 
4。 设 pu，p;: 是 奇 质 数 ; 0 三 gCmod ti) da mod p:), 
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并 且 a 关于 bi 的 阶 数 是 1，as 关于 p; 的 防 数 是 各 ， 试 证 
a 关于 模 pp 的 阶 数 是 入 ， 和 的 最 小 公 倍 数 [4,，422. 
5， 假 设 质 数 p= "+ 1， 试 证 的 平方 非 列 余 是 坪 的 原 
根 . 
6。 假 定 p，6t+1 半 是 奇 质数 ， 试 证 3 是 捐 的 原 根 ， 


§ 6. 2 原 根 存在 的 必要 充分 条 件 


我 们 知道 任意 数 不 一 定 都 有 原 根 ， 哪 些 数 有 原 根 其 必要 
充分 条 件 如 何 ， 又 假如 有 了 原 根 它 究竟 有 多 少 个 原 根 ? 这 是 本 
节 我 们 要 讨论 的 两 个 问题 ， 

我 们 洁 讨 论 原 根 存在 的 必要 充分 条 件 . 

假定 a 是 m= pr?:*…pmr 的 原 根 ， 因 为 ta，#D) =1， 所 以 
ta，pP) =1， 于 是 由 欧 拉 定 一 ， 得 

a pr) =1(mod pr ), 

假如 1= Cp(pi:)， …，p (pr )1]， 那 末 

a'=1 (mod pi ), 
因此 d=1 {mod tm). 
但 是 由 的 原 根 ， 所 以 g(rmD| 1 又 因为 gD) = (pe 
OCR 是 [的 倍数 ， 即 上 ppD ， 所 以 1=900， 即 

Cp Pr), oo POPE NI = ppri) rg (Cpe ), 

因此 gtpr2)，…，gp pw) 商 商 互 质 ， 但 

gt2) =2"1, gp = pp- 1), 上 是 奇 质 数 ， 
于 是 芒 中 奇 质 因数 不 能 多 于 1 个 ， 候 如 候 质 因数 ， 奇 质 因数 
同时 存在 ， 那 末 帆 质 因 数 的 乘 窒 又 不 能 大 于 1 ， 这 就 是 说 想 
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如 内 有 原 根 ， 那 林内 是 下 而 形状 的 数 ， 

2 pe 2 扩 
但 是 蒙 上 面 三 种 形状 的 数 是 否 都 有 原 根 呢 ? 下 面 我 们 米 分 别 
讨论 ， 

1 m= 2 . 

汝 上 = 工时 和 =2， 这 时 pk)=1， 显 然 工 是 它 的 原 根 ， 
当 &=2 时 mm=4， 这 时 optr) =2， 而 1，3 蚌 4 的 简化 和 余 

系 ， 显 然 3 是 它 的 原 根 . 

当 和 全 3 时 ，p(e = 2 5 而 细 的 简化 列 余 系 是 出 奇 

组 成 的 假如 我 们 能 够 证 明 对 于 任意 奇数 @m 
全 (mod 2 (1) 
成 立 ， 那 末 和 = 笃 就 设 有 原 根 。 

下 面 我们 用 归 缘 法 来 证 明 人 ， 因 为 尾 何 奇数 的 平方 关 
于 模 8 与 1 同 余 ， 即 =1(mod 39， 所 以 有 = 3 时 (0 成立， 
今 假定 & 宕 3 时 (成 立 。 因 为 

Ge = (a s+ = mod 30， 

即 对 于 前 +1，(1) 也 成 立 ， 所 以 当 8 宇 3 时 (1) 成 立 。 

2, = 

当 =1 即 m=p 时 ， pm) = 思 -1， 命 

pp-1= ar, 
概 如 我 们 能 够 找 出 关于 模 pp 阶 数 是 由 的 数 六 ，i=1r 
那 来 由 $6.1 定理 3 
好 = 下 

的 阶 数 就 是 p-1， 因 此 9 就 是 p 的 原 根 了 ， 

我 们 来 考虑 同 余 方 程 
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x 1l(mod p), (9) 
因为 p 是 质数 ， 所 以 它 的 不 相同 解 的 个 数 不 大 于 

-< 
基 此 在 p 的 简化 镜 余 系 中 必 有 不 满 是 (2) 的 a 存在， 即 

ml (mod Dy, 

计 
命 六 = 只 ， 下 面 我 们 来 证 明 5 关于 模 上 的 阶 数 和 = 

各 ， 因 为 


本 1 


1 人 

} = 0 1 去 1 {med 的 ， 

所以 Em | oi 3» 即 A 三 oi 3 和 &， 假如 lA, 因为 Bt 二 于 
(mod pp)， 所 以 


3 
he Eo 
be = (a 


省 ， rg rT 
(gr ) = 四 )' = 全 | 三 1(mod p),， 

于 是 -- 0 二 1Cmod p}, 
这 与 慨 设 不 合 ， 因 此 6; 的 阶 数 术 = qi 。， 即 9g 是 pp 的 原 根 . 

当主 2 时 ， 慨 定 9 是 由 的 原 季 ， 即 gf 二 1 Cmod 及 
于 是 J 1 或 的 1(mod p”). 
下 面 我 们 来 证 明 当 gs"! 关 1 (mod p)， 其 g*1=1+ pi， 
时 ，g 就 是 此 的 原 根 ， 当 9! 二 1 (mod Pp 时 ，g+p 是 p 的 
原 根 ， 

当 9 六 1(mod pp 时， 假定 关于 模 所 ，g 的 阶 数 是 入 
那 末 241g(By， 妈 4| p71(p--1 示 ， 我 们 命 
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(tp-1)= hs, 
国 为 用 二 1(mod 的 ， 所 以 中 二 1mod p)， 于 是 (p-1)| 
即 4= 《pbp-14)t， 因 此 
r=, 
这 就 是 说 1= 名 ，e 三 下 -1， 所 以 
A=p"(p—1), 
假如 eh 和 -1， 那 未 e+2 和 三 &， 于 是 gg 三 1 (mod p"*， 但 
p= HD = (ge = (1 + hp 
=1 + hpi(mod p+’), 
所 以 hp 二 0(mod p"*)， 因 此 =0(mod 让 ， 这 与 pi 关上 
(mod p”) 的 假设 不 合 ， 于 是 e=R- 1 所 以 4= -1p 下， 
这 就 是 说 当 gr-' 半 1 (mod 区 ) 时 ，9 是 上 的 原 根 ， 
当 gf! 兰 1 0mod 站 时 , 因为 g+ 上 显然 也 荐 上 的 原 根 ， 
这 时 
(g++ ~ 1+p(lp -Do 
宇 p(p—1) gr (mod ps 
因为 tg， 加 =1 所 以 phg* ,因此 (8+ p? ! 革 1 (mod 2 ， 
根据 上 面 证 得 的 闭 果 ， 得 知 g+p 是 六 的 原 根 ， 这 就 是 说 
当 gr 二 1 (mod p) 时 ，g+p 是 上 的 着 根 . 
3，。 作 三 2 扩 
这 时 gt = 和 (的 名人 9 = 玉 (的 ,， 根 定 9 是 其 的 原 根 ， 
那 未 当 9 是 次 数 时 ， 5 是 mw 的 原 根 ， 这 基因 为 (yg» PD =1, 
sl mod mm). 
假如 8 关于 严 前 阶 数 4<pto 从 二 1tmod 0D), 冯 得 gj 二 14 
(mod pY， 这 与 9g 是 世 的 厌 根 的 假设 不 合 ， 因 此 4=gplm， 
于 是 9g 荐 m 的 原 根 . 
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当 g 是 偶数 时 ， 央 为 g+ 了 六 也 是 六 的 康 根 ， 这 时 g+ 
六 是 青 数 ， 所 以 g+ 是 mm 的 原 报 . | 

综合 上 面 的 讨论 ， 我 们 有 : 

定理 1 mw(>1) 有 原 根 的 必要 充分 条 忻 是 它 是 下 面 形 
状 的 数 : 

2 2:, ps 2 二， 

这 里 p 是 麻 质数，& 是 任意 正 整 数 ， 

上 面 虽 是 讨论 原 根 的 存在 ， 但 同时 也 是 求 原 根 的 方法 . 
求 和 的 原 殷 的 问题 基本 上 就 是 求 质 数 bp 的 契 根 的 问题， 当 
p 较 大 时 ,上 面 求 p 的 原 模 方 法 非常 麻烦 ， 首 先 p (p) 分 解 为 
质 汕 数 的 靖 积 不 很 容易 ， 其 次 在 p 的 简化 剩余 系 中 ， 求 不 适 
合 (2) 的 数 a, 更 有 困难 ， 但 是 会 此 ， 并 无 一 般 简 便 方法 

例 1 求 如 =41 的 原 报 ， 


解 这 时 pp-1=40=2:，5, 2 = 20， 


由 计算 
259, = 81= -1,， =1, 
3 二 1 32 三 -1(mod 41) 


得 知 3 不 是 同 余 方程 x 了 =x*=1 (mod 41) 的 解 ， 又 st 
=8, 由 计算 | 
27 = 4 24=16, 2*=256=10 (Cmod 41) 


得 知 2 不 是 辣 余 方程 x = 光 三 1(mod 40) 的 解 ， 于 是 
3 2:= 3.10=11 (mod 41) 
是 41 的 一 个 原 根 ， 
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例 2? 求 中 =2。 纪 :=3363 的 原 概 。 
解 ” 关 于 模 41:=1681， 册 计算 我 们 得 知 
112 =121, 114= 14641 三 一 488， 
11:= — 325, 11*=105625== -- 278， 
11’°==77284 三 一 42，11* 三 1764 寺 B83， 
即 11” 寺 1 (mod 41)， 所 以 11 是 和 册 ?的 原 模 ， 叉 因为 11 是 
奇数 ， 所 以 11 也 是 和 = 2*41! 的 原 根 。 解 毕 ， 
最 后 我 们 来 讨论 原 根 的 个 数 . 
仿 定 8g 是 mm 的 原 根 ， 那 末 
9 2 "9 Re (3) 
是 m 的 简化 剩余 系 ， 因 为 m 的 原 根 都 与 各 互 质 ， 所 以 驶 的 
原 根 都 在 (3) 中 ， 今 假定 g: 关于 m 的 阶 数 是 4， 即 
《的 = gs1 (mod m) , 


所 以 Yo | 34， 商 (i， gp (lm)) = 由 于 是 名 (9 4， 但 
(0 = (gr 三 1 (mod m) ， 
所 以 ”外 也， 于 是 4= 联 因此 当 d= Gi, p(n)) 


=1 时 ，5 的 阶 数 就 是 plm)， 这 就 是 说 对 于 gtrm) 的 简化 鲁 
余 系 中 任 一 与 gtm) 互 质 的 数 i，g' 都 是 mm 的 原 棋 ， 于 是 我 
们 有 : 

定理 2 假如 m 有 原 根 ， 那 末 它 有 wp4) 个 关于 模 
mw 不 相同 的 原 根 . 

例 3 求 p=17 的 所 有 原 想 ， 

解 这 时 p 一 1= 16=2?”， 因 为 

3:=9, $= 81=13， $169=16， (mod 17) 
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所 以 3 关 1tmod 17)， 于 是 3 是 17 的 原 根 . 
再 因为 wlp-J=2=8, 而 i 
1; 3, 5 7 9, 11, 13, 15§ 
是 p-~1=16 的 简化 璋 余 系 ， 因 此 17 的 所 有 原 根 是 
31 = 3， $=27=10，3' 圭 90 二 5， 
3 二 45 二 11， 3’ 三 99 二 14，3!!: 三 126 三 7， 
33=63=12，$! 三 108 三 6, 
即 3，5，6，7，10，11，12，14 等 8 个 数 . 


习 题 6.2 


1。 求 下 列 各 数 的 原 根 
23，54，529，1058， 


2， 假 如 9 是 户 的 平方 非 泣 余 ， 访 -1= 2 gigie， 
如 果 g 5 大 1(mod p)， 试 证 9 是 上 的 原 根 . 


3， 假 如 质数 p= 2”+ 1， 试 证 的 平方 非 剩余 都 是 pp 的 


原 根 . 


§ 6.3 简化 剩余 系 的 构造 


假如 数 已 给 出 ， 它 的 篇 化 剩余 系 我 们 不 难 写 出 ， 但 是 对 
一 般 数 畏 的 简化 剩余 系 欧 构造 如 何 ， 怎 样 能 够 简单 地 有 规 


则 地 写 出 ? 这 节 我 们 就 是 讨论 这 问题 ， 


我 们 知道 当 mm 的 原 根 存在 时 ，m 的 简化 剩余 系 可 以 用 它 
的 原 根 g 的 乘 帘 g's gs "my gr 来 表示 ， 这 是 最 简单 前 
形状 了 ,假如 mm 的 原 根 不 存在 ， 警 如 m=2: 仿 宇 3)， 它 们 的 
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简化 剩余 系 的 构造 应 该 是 怎样 的 呢 ? 
首先 我 们 来 讨论 2 全 兰 3) 的 简化 剩余 系 ， 在 86.2 中 ， 

我 们 曾经 和 证明 当 & 兰 3 时 ， 对 于 任意 奇数 w， 我 们 省 

PP 全 1(mod 2 , 
这 就 是 说 关于 模 2 ， 任 意 奇 教 的 阶 不 超过 2 ”5 有 没有 阶 数 
恰 为 2 和 ?的 数 呢 ? 假如 有 ， 我 们 就 可 以 用 它 的 各 乘 智 表 示 
委 的 简化 剩余 系 的 一 灶 ， 至 于 另 一 半 ， 如 果 能 够 用 它们 的 负 
数 来 补充 ， 那 未 入 的 简化 剩余 系 与 由 原 根 各 乘 徊 形成 的 简 
化 剩余 系 基本 上 没有 大 的 区 别 ， 可 以 说 形状 也 是 最 简单 的 
了 ， 


定理 1 关于 模 路 (R 兰 入 ，5 的 阶 数 是 24 
证 明 人 异 如 我 们 能 够 证 明 当 # 兰 3 时 ， 
5 =1+2"1(mod 2 ， {1} 
屠 末 5 “ 央 1 (mod 2Y， 因此 5 关于 模 只 的 阶 数 是 2"?， 于 
是 定理 就 告 成 立 ， 
我 们 用 归纳 法 来 证 明 (1)， 当 #=3 时 人 显然 成 立 ， 用 
归纳 湛 ， 假 定 一 1 时 () 成 立 ， 即 


6 


于 是 . . 
6 
二 1 + 2*-! (mod 2), 

所 以 忆 ) 成 立 ， 因 此 定理 得 证 ， . 

因为 ” ”51 (mod 4)， 显然 对 于 任意 i。 我 们 有 5 二 1 

(mod 4 )， 因 此 一 5' 寺 -1tmod4)。. 于 是 对 于 任意 二 个 不 同 

的 数 :，7， 我 们 有 5' 关 一 5 (mod 2》， 这 就 是 说 在 2! 个 数 
181 


十 5°， 填 51，*+， 土 5 1 (2) 
中 ， 任 意 二 数 关于 模 加 不 同 余 ， 并 且 其 中 各 数 又 郁 与 六 开 
质 这 祥 我 们 就 有 ， 

定理 2 ” (2) 是 四 的 简化 镜 余 系 . 

再 我 们 来 讨论 任意 数 mm 的 简化 剩余 系 的 构造 . 

假定 mm = ap ， (ID = 1，Wgi 和 的 简化 剩余 系 分 
出 是 

多 六 {me} 
如 困 二 1 (mod 1m2) ,bj 三 1 (mod ms) s 
那 末 gm) gp (mz) = 的 (0 个 数 
0 二 CD 
就 是 至 二 的 简化 剩余 系 ， 这 是 因为 {qm 1) = 1 (gi 
四 2 =I， 所 以 (gq,，smD) =1， 同 样 (6/，m = 1， 于 是 (gb;，m) 
二 于， 这 就 是 说 oib; 与 粒 互 质 ， 再 假如 
oib;= ob (mod i), 
那 林 65, 三 gb(mod mm,)， 因此 ga 三 qlmod m9)， 所 以 人 = 
Qa。 同样 b=b， 这 就 是 说 ab; 中 任意 二 数 关于 模 六 不 同 
余 ， 于 是 mm) 个 数 wp 梅 成 垃 的 简化 剩余 系 , 

要 注意 的 是 上 商 g; 三 1 (mod maz) 的 条 件 ， 只 要 适当 挑选 
mh 的 简化 莘 余 系 都 是 可 以 得 到 的 ， 这 是 因为 假如 xy xy 
Xp 是 ms 的 简化 剩 杂 系 ， 因 为 同 余 方 程 

tm t= 1 x; Cod tmy) » 
即 mt + w=1 (mod my 
有 唯一 解 三 (aod mY ， 命 
Gi = tks + Xrs 


显然 a; 三 1 (mod my) 并 且 g==x; mod mm 所 以 四 
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pm 是 掀 | 的 简化 琵 余 系 . 

例 引用 上 述 方法 求 w= 40 的 简化 剩余 系 . 

解 因为 mm=40=5x2， 我 们 适当 取 5 及 22 的 简化 镜 
余 系 

1, 9, 17, 333 1, 11, 21, 31 
于 是 如 的 简化 剩余 系 是 

1 9, 17, 33, 

ll, 1ix9=19, llx17=27, 11X33 三 3， 

21, 21x9=29, 21 x17=37, 21x33=13, 31, 

31 x9=39, 31xX17=7，31 x33 三 23, 

如 1，3，7，9。11，13，17，19，21 
23，27，29，31，33，37，39。 

解 毕 . 

上 面 ;= mums 的 简化 剩余 系 的 构造 ， 在 讨论 某 些 一 般 
问题 时 可 能 把 问题 简化 ， 假 如 上 只 是 求 某 个 已 知 数 的 简化 剩余 
系 ， 我 们 可 以 直接 根据 $2.2 中 定义 来 求 ， 用 这 方法 反而 麻 
频 ， 上 列 正好 说 明 这 问题 


可 题 6.3 


很 年 R=0 或 &=1 有 时 ，c=1，c=1，8 莽 2 时，c=2， 
co 二 2*?。 试 证 

1 CC—DiS, i=0, 1 1 ce—ly j=0, 1,., co-1 
是 如 的 简化 剩余 系 ; 

2。 (一 15 三 (1 5 (mod 的 的 必要 充分 条 件 是 


i (mod 0}, j=7 (mod co), 
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6.4 措 标 


引用 原 根 ， 我 们 可 以 引进 一 个 新 概念 ， 它 与 中 学 代数 中 
对 数 类 似 . 
假定 g 是 rw 的 原 根 ， 那 末 1， gs bs "ry 9g" 是 m 
的 简化 剩余 系 ， 于 是 任 一 与 互 质 的 数 a 必 与 9 的 菜 乘 宕 
站 辐 余 ， 即 
y=amodm), Ee=qg(m) -1, 
这 对 已 敌 m，g， 由 a 唯一 决定 的 e， 岂 租 关 于 模 m 以 g 为 
底 a 的 指标 ， 用 六 
e=indoo 
表示 ， 假 如 党 去 底 9 不 致 有 误会 ， 我 们 又 常常 简写 成 
e=inda, : 
璧 如 9=2 是 p=13 的 原 根 ， 由 计算 我 们 有 
=1, 0 =2, 90:=4, g' =8, 9g 三 3,g’ 二 6, 
g'=12, g'=11l, gg:=9, 9"=5, 9"=10, ge7. 
因此 得 对 于 模 13， 底 是 2 的 指标 表 如 下 ， 


ao| 123456 7 89101112 


ind ag | O0142951138]10 7 6 


村 注意 的 是 e 的 指标 与 模 和 有 关 也 与 底 9 有 关 ， 敬 如 
2 ，3 都 是 5 的 原 想 ，inds 3=1， 而 ind, 3= 3. 
显然 ，ind1=0，ind g=1， 并 上 革 由 $6.1 沦 理 1， 我们 
得 &g 三 blmod 吧 成 立 的 必要 充分 条 性 是 
1 5 入 


ind gs=ind bp(mod or) 。 
下 面 是 指标 的 基本 性 质 : 它 与 对 数 的 性质 类 似 ， 恨 据 定 
六 容易 验证 ， 读 者 试 作 为 习题 如 以 补充 . 
ind ab=ind a+ind b (mod gq {rm) ), 
ind gn ind a tmod g (mn) )， 
ind, oindy k ind; etmod gp (mm)). 
利用 指标 吕 解 同 余 方 程 非常 简 恒 ， 兹 用 例 说 明 如 下， 
例 1 解 11x==5(mod 13). 
解 ” 取 指标 得 
ind 11 +ind xsind 5 (mod 12), 
由 上 南 的 岩 查 得 ind 11 = 7，ind5= 9， 于 是 
7+ind x=9 (mod 12), 
部 ind x=2 (mod 12)， 
又 由 表 得 
x=d(mod 13). 
例 ?2 解 5x:+3x-10==0(mod 13)。 
解 ” 因 为 8:5 三 1 tmod 13)， 所 以 
x +24%x— 800 mod 13) ， 


即 
x 2x-2e0(mod 13), 
也 就 是 
{x*—1):=3 (mod 13), 
取 指 标 得 
2indtx -1)=ind3 (mod 12), 
部 


2ind(x— 1)=4dnod 12), 
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于 是 
ind (x ~ 1) =2, 8 (mod 12), 
查 表 得 
x~1=4, 9 (mod 13)， 
因此 所 求解 为 
X=5, 10(mod 13) 。 
作为 指标 航 一 个 应 用 ， 我 们 来 讨论 一 般 二 项 同 余 方 程 
x"=a(mod rn, (1) 
下 面 定理 与 $5.1 中 的 类 似 , 是 讨论 (1) 有 解 条 件 及 解 的 个 数 . 
定理 1 假定 (o， 1 =1， 那 末 (1》 有 解 的 必要 充分 
条 件 是 


[aati 


a 7 三 1 (mod 办 )， 或 indga 三 0tmodd) 


这 里 d= (xn,，gp (mm)， 假 如 (1) 有 解 , 球 末 它 就 有 d 个 关于 模 
雪 不 相同 的 解 ， 
证 明 因为 (1) 与 
nind x=inda (mod pr) (2) 
等 价 ， 显 然 (2) 有 解 的 必要 充分 条 件 是 
d= 位 ，0 (mm)) |inda, 


即 inda=0 (modd) 

于 古 2 ind a=0 (mod wp{m)) 
或 ind a ? =0(mod yp(m) 
所 以 a 三 1 {mod im) 


盆 如 同 余 方 程 (2) 有 解 ， 那 它 就 有 df 个 关于 模 pm) 不 
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相同 的 ind x， 因 此 ， 就 育 d 个 关于 模 坟 不 相同 的 x， 这 就 
是 说 假如 (1) 有 解 ， 它 就 有 4d 个 解 ， 因 此 定理 成 立 ， 

同 第 5 章 一 样 ， 当 (1) 有 解 时 ，&a 叫做 们 的 靖 方 笠 余 ， 
当 (1) 无 解 时 ，a 岂 敌 m 的 n 方 韭 简 余 . 

定理 2 假如 m 的 原 根 存 在 , 那 末 在 wm 的 简化 剩余 系 中 ， 


血 的 方 剩余 有 - 生 5 个 ， 这 里 d= (mplm)). 
证 明 假设 9 是 m 的 原 根 ， 如 果 9: 是 同 余 方程 


EMY 
x 志 ] (mod 1m) ， 


的 解 ， 那 末 ， 

yg Po 1 (mod wm) 
因此 了 16 因为 自 1 到 lm 中 了 的 倍数 从 有 于 G9 个 ， 所 
以 这 样 的 gf 从 有 -2 个， 由 上 定理 这 -2 个 g! 都 是 
方 剩余 ， 因 此 定理 成 立 ， 

$5.1 的 定理 2， 定 理 1 是 上 定理 1， 定 理 2 的 特例 ， 因 
此 我 们 说 它们 是 $5.1 的 推广 

于 是 假如 上 是 质数 ，d= (ww，p 一 1), 那 末 在 上 的 简化 剩 
余 系 中 有 之 一 也- 个 8 方 剩余 . 

我 们 知 这 假如 《e，r9) =1， 如 果 吕 =a(mod 中 有 解 ， 
显然 x 三 5 (mod mm) ，d = (4，g (mmD))， 也 有 解 。 反 过 来 ， 如 
果 xi 二 atmod mw) 有 解 ， 因为 d=rntspGm)， 所 以 妇 = 和 mr。 
Xmod 0)， 基 (x "二 ga (mod wm)， 记 以 x" 三 ga (mod my 


， 有 解 ， 这 就 是 说 ， 假 如 4 是 m 的 sm 方 剩余 , 那 末 s 也 是 nw 的 


d 方 剩余 . 反 过 来 也 成 立 . 因此 , 只 要 +s 不 能 整除 (1m)，, 那 林 m 
的 nm 方 婵 余 就 可 以 化 为 1m 的 d(< 丰 方 剩余 ,于 是 讨论 二 的 + 
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方 剩余 时 主要 是 讨论 | (时 的 情况 , 警 如 质数 户 = 热 +1 
时 ， 那 末 户 的 3 方 剩余 就 是 闫 的 剩余 ， 因 为 这 时 d= (3， 3 局 
=3, 所 以 任意 数 都 是 pp 的 3 方 剩余 , 再 如 果 质 数 户 = 4B+ 3， 
那 未 p 的 4 方 镜 余 就 是 p 的 平方 刹 余 ， 因为 d= (4，448+2) 
=2, 

例 3 解 x*3 寺 23 (mod 41)， 

黎 ， 这 时 (8，40) = 8， 冉 计算 


得 
E3 


23 三 23; 才 ] (mod 41)， 


所 以 同 余 方程 无 解 ， 也 就 是 说 23 是 4 的 8 方 非 剩 祭 . 
例 4 解 %4E37 (mod 41). 
解 ”这 时 和 2，4) =4， 因 为 11 是 41 的 一 个 原 根 , 由 计 
算 我 们 有 
112== 一 2，11: 王 4，1ts=16，111 三 -32 三 9， 
117=81= -1, 1i"= -4=37, 
所 以 ind37=24， 即 ind 37 三 0 (mod 4)， 因 此 同 余 方 程 有 
解 ， 即 37 是 41 的 12 方 剩余 ， 下 面 来 解 方程 . 
取 指 标 得 
12 ind x=ind $7= 24 (mod 40), 
由 
3ind x6 Cmod 10), 
因此 
ind x=2 《mod 107 ， 
所 以 关于 横 410。 我 们 有 
ind x=%, 12,2%,32, 
于 是 这 求 的 4 个 和 解 为 
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x=11’, 1122， 了 233， 寺 132 


即 
X=39, 23, 2, 18 《mod 41) 。 


解 举 。 

有 时 求解 (1) 化 为 求解 x* = bmodm) 较为 简便 ， 这 里 
d= (n， p(tm))， 这 是 因为 由 d=rm+ splm)， 答 x" 二 *， 针 
二 三 @ 二 bl(modm)， 特 别 当 d=1 时 ，x 可 江 即 求 出 。 

例 5 解 x 三 17 (mod 873 

解 因为 d= (35, 66)=1=35*17+66( 一 )， 
所 以 Xx "117 二 $3 (mod 67) 

例 6 假定 p 是 奇 质数 ， 试 证 ind (~ = 也 


证 假定 是 请 的 原 根 ， 那 林 


上 =- -1l 
-l= (9 —1) (gy 2 + (} 三 0 (mod 2 


因为 g 是 p 的 原 根 ,， 所 以 g- 一 1 不 0 (mod 四 ， 因 此 


Ei 


gg +1=0 (mod p) 
邑 


ind(-D = 之， 


习 题 6 4 


1， 在 19 的 简化 剩余 系 中 指出 它 的 平方 剩余 及 立方 剩 
余 . 
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16¢ 


解 下 列 种 同 余 方 程 

1) x 二 17 (mod 67)) 

2) 23(mod 109)s 

3) 3=5 (mod 13). 
假定 扬 是 奇 质数 ，x#+&= p， 试 证 


ind g—ind $= p= (mod (p—1)). 


假定 9， 丙 是 质数 p 的 两 个 不 相同 的 原 根 ,， 试 证 
inda=indyarindig Cmod(p -~ 1)).。 


附 录 
4000 以 下 的 质数 与 其 最 小 原 根 表 


p |9|‖ 9 

2 | 1|103 

3121 03 

5 |21 07 

7 |3| 0 

11 |21 1 

13 |21 27 

17 |31 31 

19 |21 37 

23 |5| 39 

29 |21 49 

31 13| 51 | 6| a3 | 3 43 3 11 | 47 2 
37 |2| 57 | 5 引 93 | 2 49 2 2| 53 3 
41 16| 63 | 21307 | 5 57 3 2| 675 
43 |3| 67 | 5 11 (17I 61 2 21 71 6 
47 |5| 73 | 2| 13 li0| 63 3 3| 77 3 
53 42) 79 | 2) 17 | 2 67 3 3| 8g 5 
5912| 81 | 中 31| 3 79 1 21 91 6 
“61 |21 91 (19| 37 |10l g7 5 3| 97 7 
67 12| 93 | 5| a7 | 2 91 2 2 册 009 11 
2 7 97 | 21 49 | 中 99 .2 2| i133 
73 |5| 99 | 引 53 | 引 503 11| 19 2 
79 | 31211 | 中 59 | 7| 09 153| 2 2110 
83 12| 23 | 引 67 | ell 21 : 3 | s1l14 
89 |3) 27 | 2) 73 | 2 23 21 33 5 
97 |5 29 | 引 7 2 引 al ,91 | 引 s3| 5 39| 3 
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nm ce 
bo 避 ka ce 


89 


1511 


[二 


3 1 


99|1 


2 
5 
3 
5 
2 
3 
1 
6 ， 
17| 3 
5 
2 
6 
3 
2 
2 
5 
2 
3 
了 


ko 
He 
情 


[| 
het 
A Mt CO 


Bm Rn Ay Co Yo 5 DD 1 


性 


Br I MAY 


一 
es 
户 
心 


[ie 

FL 

jp 
A mm 


pr 
EC Ot RS 


一 二 


3541| 了 3769| 7 
47| 2 79| 2 
57| 2| 93| 5 
59| 3 97| 2 
?1 3 引 3803| 2 
81 2 21 3 
83| 31 23| 3 
93| 引 33| 3 

3607| 5 47| 5 
13| 中 51| 2 
17| 3 引 53| 2 
23| S| 6g 5 
3121 77| 2 
37| 21 8 下 13 
43| 中 8911 
59| 33907| 2 
7I13| 11318 
73| 下 17| 2 
771 虽 19 3 
91| 2| 23| 2 
97| 5| 29| 3 

3701| 2| 3 2 
09| 让 43| 3 
19| 71 47:2 
27 3 67| 6 
33| 3 89| 2 
39 7| 
61| 3 
67 5 


pm 
CD 
[| 


习 题 解答 


习 题 1.1 


1, latha= {+h a. 

2, Rej=18ilel 关 |al， 因为 | 及] 六 1 

3. 因为 se=100+Ba， 而 515， 所 以 5|a， 

4 因为 《28+ 一 1=24:200141) = dntn+ 1)， 

5, n=39+r, r=0， 1 2， 当 +=0 时 ， 3in; 当 r=1 
时 ，2n=6g+2， 央 此 3| (2n+ DD} 当 r=2 时 ，3| (e+1)， 

6， 用 反 证 法 ,假定 dp ， 即 推 得 a>8， 这 与 假设 浮 
质 . 

.B, 1112= (788) 40, 11l2= (10001011000)，, 

9$. 因 di=1，qdi，*"'， GQ;=k 是 # 的 所 有 正 约 数 ， 所 以 


证 于!“ 下 也 是 4 的 所 有 正 约 数 ， 因 此 didse…d 


= 证 ddd 
1 
习 题 1.2 
1. {C24871, 3468) = 17, C120, 504, 382} =6f, 


{135, 513, 3114) = 887490。 
2， 因为 划一 n= (tm 一 Dntmt+1) 是 三 个 相 邻 数 的 冬 积 , 所 
以 它 是 3 的 局 数 ， 再 因为 # 是 青 数 ， 所 以 -1，9+1 都 是 
人 展 数 并 且 其 中 有 一 是 4 的 人 情 数 ， 因 此 如 -TD +ti 是 8 的 悦 
数 ， 所 以 中-mr 是 3xa=324 的 倍数 ， 
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3 (hs DD) Ila, (0 bh) 8, 所 以 {as b) |c， 

4， 设 5 是 公约 数 ，d 是 最 大 公约 数 ，[5b。 中 =c， 那 末 
dc, 叉 因 汉 台 [a [ed ba;, 所 以 c | 0 因此 cc 是 a Sy 
的 公约 数 ， 但 d 是 最 太公 约 数 ， 所 以 c 所 dd， 手 是 c=d, 所 
bl bld. 

5。 (gi 2) =1 时 [al ao = oo。 同样 [qi 9s， 691 
= [Cas ds 03] = Lad 0] 一 Go。 

6. 由 (9 玉 )=1 得 (了 全 + 忆 )=1, 即 

mtm, at+b) =ab,， 所 以 tm, otD= 邮 = {a, ), 


7, 因为 在 数列 G， 2 ba 中 任意 数 都 是 co 的 倍数 ， 
所 以 凡是 6 的 倍数 又 都 是 a，8 的 最 小 公信 ca， 六 的 偿 数 ， 因 


此 数列 中 局 的 信 数 的 个 数 = 2 = = tq, Db). 


8. 设 x=80，、y=86，(g, 四 =1， 因 为 (x， 1 [x 内 
=xy 所 坟 8:64=64ob， 即 吧 =8， 于 是 e=1 或 上 = 8 
因此 x=8,y=64 或 x= 64，Jy=8, 

9. (Ca, P= (a, (as HD = ao, D), bla, D) = (a’, 
ob 8) = (8 8). 同样 to, 5?= [ao， 的 [ro 的 = [Ca, 6, 
b= Ca, by, 

l0, (a, PD (la, ec) = {a’, ac, ba, be) = ta, qa (6, 0), 
bo) = (ar:, a be) = (gq, bo), 

14， 两 边 引 用 定理 2 ， 

12. 设 (se-b，a+ 上 = 路 则 a-b=hd，atb=ld. 于 
是 26= (RtDd，25= (R~-Dd， 因此 2 = (20 2D) =d (Ek+ 
1, -1)， 即 d12, 
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13。 国 为 1= (十 下， 06) = (Gt a db + ab) 
= 《Ga ty bi+ bo), 

14， 设 中 = oxo+ by 是 形 如 f(x， 兴 的 最 修正 数 ， 显 然 
da,。， 因此 d 志 d,， 丸 由 $1.3 定理 6, d=axt+by， 央 为 
是 最 小 ， 所 以 d 宇 do。， 因 此 d=d. 


习 题 1. 3 


1. T(2160) = 40, S (2160) =7440. 

2, plrl ey cb 所 以 ple;. 

3. 和 假设 (x, 5)=d; 即 x=Goi y= dy (x zh =1 
那 林 驮 + 天 =qxmgyo 因 王 [8 二 |， 所 以 w= 总 =1 
于 是 a=2, 

4 1) 31 38315 则 3|1 a 315，2 3，3145:， 设 
ga= 3k+r,b=31+s, Moat+h = + 6+ d+ 6lstrit ss 
所 以 31 (mr+o9， 但 rr=1，2， 了 时 ， 拉 =1，4， 于 是 位 十 全 
一 2，5，8， 它 不 是 3 的 倍数 ， 此 不 可 ， 

5。 他 《四 = (ot 1 =10,， 所 忆 (a tart1) =1*10 


或 《e+l) tos+ 世 =25， 前 者 a = 了 0，ag=9 因此 a=p; 
后 者 w=1，o= 4， 因 此 a= pf， 于 是 所 求 景 小 正 数 
G=3.。24= 48. 
_ Pl b+ 一 1 ， 

6. S(o) = A 四 =15， 所 以 如 =2， 
m=3， 即 a=2?=8. 
并 了 ta 
2 = 64= 25, 证 | oa := 912， 命 = 2°1, 因为 


To) 二 01 十 1， 所 以 oltrL+1} 一 212， 如 1 (qt 1) 二 二， 即 Ul 一 3 


了 。 Ga 
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mm ll 


或 a = -4 所 以 ga= 和 =8. 


1 _ 1 和 9 
8 a 1 即 oT ga, 记 以 了 ( = 4， 于 是 


(+1) tas+1) =4， 因此 om=3，om=0 或 ol om=1， 

即 a= 加 或 a= pg 
9， 概 定 6c， 当 o>b>c 财 ，max (mintgs 站 ， min 

{as OD) =maxth, DW =b, minto, maxth, 0) = minta, 
=b5， 因 此 并 给 等 式 成 立 ， 当 4 之 go 送 0 及 b>c 之 a 时 ， 辣 样 
证 明 . 

10。 根 据 上 题 证 明 
11， 和 譬如 ，a 象 下 面 这 样 取 就 可 以 
G 一 2 十 1 十 2， 

，12， 设 不 大 于 ”的 质数 为 p…，px, 作 g= 加 pe 
显然 9 有 异 于 p; 的 质 因 教 pb， 所 以 p>n, 又 p<q<ml 一 1 
< 时 

13。 假定 如，b。，…， 所 是 形 如 3n+2 的 质数 ， 设 
4= 3pipar*p, 一 1=9a"* 必 :这 里 是 质数 ， 显 然 q 与 3， 
Di Pz *"*; 不 相等 如果 所 有 的 gq 都 是 34+1 的 形状 ， 
那 末 它们 的 乘积 c 世 是 3s+1 的 形状 这 与 a=3pip;*…p. 一 ] 
秘 盾 ， 所 以 至 少 有 一 惫 是 34+2 的 形状 . 
14，1》 9 个 ， 
2) 90 个 . 
3) 8= 2 了 时 有 9+107! 个 ,#8 二 2 一 1 时 有 9*10*! 企 . 


习 题 1.4 
1. 不 超过 后 的 费 马 数 有 所， 所，…， 瑟 共 w+1 个 ， 
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每 个 有 一 质 因 数 ， 由 定理 5， 它 们 不 机 等 . 
2 Cs AM,) =1, MM, =3. Cd ， M,) =1， = 了 7， 


习 题 1.8 


1，5(10001) =200+40+8+1=249,，2000 - 500， 所 


2 
以 1000! 中 有 249 个 4。 

2， 不 大 于 30 的 质数 有 :，2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23， 
29 等 10 个 ，2(301) =26，3(301) =14，5(301) =7, 7(30!) 
=4，11(301) =2，13(301) =2，17(301) =1, 19(30!) =1, 
23 (301) =1，29(301) =1， 记 以 

301 = 2255314.6B7 0.7411 13.17 1923.29. 


3，[ 于 ]=41，[206]=13， 所 求 数 =41 一 13=28， 


4, N= 2"— 1, ( 委 ]=27'-1, [有 )= 2 一 sy 
[ 雪 7)= 2 一 1=1， 所 以 
2 2 I = 2 tl-r 
2"—1 


= -一 本 一 六 1, 


5，[ 各 ]+ [入 |]+ …=7， 沿 4=18 时 ，3(nl)=8 当 
#=17 时 ，3 m1) = 6， 因 此 这 样 的 ”不 存在 ， 

6， 困 为 【oo 守 %<[O+1， 所 以 [x +ax+g<[xlr 
a 十 1。 国 此 [xt+al= Ex] 十 区 

7, a= Cotr, b= [+s, Mo-b= te-[Lh+r-s, 
Fr 一 S<T， 当 -5 时 ，[5- 拉 =Eo- [oo 洁 r 一 8<0 时 ， 
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a“b]= [Ca - [3 一 1 
8 设 #= 和 十 说 二 于 fs， 因为 


p 
nn 
>] 

即 上 在 xl 中 的 最 高 蜂 不 小 于 上 在 [#41…ps! 中 的 最 高 震 ， 
所 以 它 是 整数 , 


人 
9、 对 于 正 整 数 r(1<r<6-1), 设 a=n + (Oo 


<b), 那 示 <1. 于 是 


ey 
因此 研 [和 9]- 工 = [和 aj= (6 Do-D- 守 (5) 


b—i 


所 以 [za]- CDE-D 


10， 因 为 (C3m+ Do]= am+ 1+ 栗 ] =4m+l， 
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习 题 2.1 


1 oO= mR+b, Ma, mm) = (下 + b, mm) = (6, mm). 

2. 10 -3400), 10 101), 10:= ~ 1 ey 
所 以 # 和 = tl10 +ol0 + 和 +o (1) 
即 {ag + qs tor) — a + ot ) 1). 

4、1000 三 一 1(13)， 同 例 3 完全 一 祥 ， 得 

tot art nr) tat a t+) (13), 

令 637693=693 一 637:1000, qo 一 = 693637=56 才 0 (13)， 
所 以 它 不 能 被 13 整除 . 

5， Gg 二 8(9)，b 三 3(9)，c 三 5(9), 但 吧 三 24 寿 59)， 所 
以 结果 是 错误 的 . 

§。 用 二 项 式 定 理 ， 得 


(a+ br= r+ fart bt pp D qb 


因此 (gt? tot+6) = plor b+ 二 1 ipt4 rbe-1 )， 
所 以 ath- (otht)a=0mod p). 


习 题 2.2 


1, =1(, p-1=-10, Wp-)'=(- Dn, 
因此 当 as 是 奇数 时 er:+ (p 一 1)* 三 0( 录 ， 当 e 是 侦 数 时 ， 
tp 一 (p— D0(p). 

2。 2 (28 二 2) = 4 人 (人 二 12 十 1 所 以 8l2n(2m+ 的 。 
pr-1l=(p-Dp+1) (p240=23.5, 因 8| (一 DD): 
(p+1), 二 1(3)， 即 31(p 一 了 (p+), 又 因为 21 (p+， 
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pp 三 1(5)， 最 51Cp 一 了 ， 记 以 2401(p'~1)， 

3. Pp-g=p-1- (gq'-1)， 因 为 3 (p11)，81(p? 一 
DD， 记 以 241(p? -1)、 同 祥 24](? 1， 所 以 241(p: 一 gq” 

4 六 = (pi—D) C0), 168=23+7, 因 ps=1(7), 
即 7 |p -DD, 31p: ~ DD) 81(p:—1), 所 BD 168|(p: -1), 

65. wr lp), x PH lp), x ed = wt (9), 
命 p-1=2f 网 wD 1 1 
于 是 81(x* 一 1)，2|(x2+1)， 所 以 wx 人 wD 二 1 (16pg) 

6.。p” 三 1 ()， 所 以 pr!+ ge! 三 1(g)， 同样 gs”! 
1!=1(p) 所 以 p+ gr 1=s1(pg). 


习 题 2.3 

1，p(60) = 16，1956= 122.16+4， 所 以 139%= 三 134= 
(169) 7 = (—1D)?=121=1 (60). 

2. 设 m= pr 则 gl = pr lpr ip 1) 
《p, 一 1)， 当 glm) 是 奇数 时 p; 不 能 为 奇数 ， 因此 p, = 2， 
m=1， 即 rr=2。 显 热 还 胡 m= 1。 

3. 证 法 与 上 题 类 似 , 

4， 设 x= pp”， 则 

P= pl pe pi Dp 1) =202n— 1), 
显然 =1， 即 站 (p11) =2(24 一 1)。 因 为 p11 寿 0(4)， 
一 1 老 1(4)， 思 一 1 老 3(4)， 所 以 pl 三 2(4)， 于 是 p= 
入 一 1， 因 此 x= pr 或 x=2pi. 

5， 根据 完全 剩余 系 定义 证 明 . 

6， 当 局 是 既 约 真 分 数 时 ，m 是 4 的 简化 剩余 系 中 数 . 
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7. 了 二 ,二 共计 区 (2) 上 (3) 
+ 十 (0) 个 。 

383， 引用 定理 4、 

39。 引用 定理 2 ， 容 易 证 得 dp(to) g(tb) = g(ab) pfd) 。 

10， 候 如，…， tp erm) 是 mm 的 简化 剩余 系 ， 那 末 tm 一 
Wm 也 是 mr 的 简化 测 余 系 ， 于 是 tm 一 二 


ee 十 CH — Pty um ) = 十 et 十 ips 即 mo tm} 一 220 十 十 


fei 所 以 I 二 + =-- 呈 只. 
El, 设 pi， ay 加 是 mi 的 王 异 质 约 数 ， 因为 $(m) = 


A 


好 3 2 所 到 np-t - 上 寺 赣 pH py — 1) = pipsy 供 
hi pi 了 


定 pi 是 Py，…，p 中 最 大 数 ， 那 玉 ps|p， 因 此 六 = 让 .于 
是 种 (p; 一 了 = paprs 因为 疡 一 1 是 偶数 ， 记 己 pi，…*'， 
ps 中 奇数 不 能 多 于 1 个 ， 于 是 当 py，……， 训 没有 河 数 时 
P=2， 当 Py，*"“， 各 中 有 一 是 奇数 时 ， 其 中 还 一 定 有 一 个 
偶数 ， 这 时 Pi=3, fn=2, 于 是 所 求 数 为 

=2，m= 2 或 p=3， 加 w= 2 下 3/,， 胃 ，! 是 尾音 正 整 数 ，. 

12， 设 wty) =r, 当 xX>2 时 ， f=p( > 1 
即 7>>xr13， x 之 2， 这 显然 是 了 矛盾, 所 以 x 所 2， 于 是 所 求解 为 


bi be bs 
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二 一 人 一 10F 


2) y=2- dt — Of, 
= 2 一 由 
x=—18—54c+21b+ 50 
y=6+18c—760— 20 

3) 
z=1+3c—6 
f=3—€ 


. 1》 有 五 组 解 ， 其 由 x=11，31，51，71，91， 
2) 由 x+ y) =6, x y=5; x=2, y=1. 


3) 把 原 式 化 成 y = 2+ 二 一 =， 所 以 x 一 1 = 1, 2, 4, 


即 x=2，3，5. 
3. 消去 x 得 2y 一 z=3， 解 之 得 y=2+i，z=1t+ 人 外 代 
入 所 给 方程 得 x=3- 8 


4， 设 48+1 为 两 位 数 , 因 为 10 筷 和 执 +1< 二 100， 即 2 二 < 


8<24 了 ， 所 以 有 可取 3 与 34 之 间 的 22 个 数 ， 得 22 个 成 等 


着 级 数 的 二 位 数 ， 其 和 为 1210. 
5. A=7, B=10 或 A=2, B=23,. 
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多 锥 | 75 78 8 84 


7，。 央 为 qxy+abx+ gcyt+ad=0 可 以 写成 (ax+e) (ay 
+ 让 =pbe--ad 如 果 bec-ad 关 0， 那 未 ax+ec 是 Be-ad 的 天 
式 ， 因 此 * 只 能 有 有 穷 个 整数 解 ， 同 拌 y 也 只 能 有 有 旁 个 
解 , 所 以 只 有 bc -ad =0 时 如 果 alc， 那 来 x= -号 ，y 取 任 


意 整 数 都 是 解 ， 因 此 有 无 穷 多 组 解 , 如 果 olp， 同 样 也 有 无 穷 
多 组 解 ， 


315 35 5§ 21 45 7 9 
4 8 12 12 20 28 24 40 
5 17 37 13 29 53 25 41 


N axis = 


2， 设 和 -=@ yy-2=P, x-z=es, 则 gi+b=c’, 
因此 给 出 a,5 的 什 即 求 得 x，y，z 

3. 设 pp=w:Ty;， 二 为 x，y 三 0， 土 ，2(4)， 所 以 

+ty 0, 1 2(4) 

但 p 二 3(4)， 周 此 p 天 *: 寺 + 

4, 设 x?-60=y’， 网 x- 让 (xt+y)=60， 因 此 x-y 
及 x+g 必 同 为 偶数 , 于 是 x~y=2，*+y=30 或 x~y= 包 
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w+y=10， 所 以 x=16 或 x=8. 

5, 由 -5=y:， x:+5=z2 得 10= 关 -天 = (2- 护 
{z+ 内， 但 2-y，z+y 中 有 -一 为 性 数 ， 他 一 也 为 偶数 ， 因 
此 它们 的 积 就 是 4 前 倍数 ， 这 不 可 ， 所 以 这 样 的 平方 数 1 不 
存在 ， 

6。 所 给 方程 可 写成 (yy 一 让 (+y-1)=18， 册 x 宇 1， 
得 2x-1i>1， 于 是 x+y-1= 履 -他 +2x-1>u-x， 因此 
gy 一 可 取 1，2,，3 而 xty~-1i 应 取 18,，9. $,， 基 

y—x=1 Hy 一 = 2 y—x=3 
+y—1=18 xty-1=9 lx+y—1=9 


解 之 得 
x=9 下 X 二 王 和 = 二 2 
ee 已- bs 

?。 因为 2+= (x 一 dy :=x 一 8xtp+164 = xt+ dy*)? 
— (x WM Ox) + a= Cr + dy) 7, 

8。 央 为 x+1= 3y;， 所 以 x* tt1 是 3 的 倍数 , 设 x=36, 
38+1，38+2 代入 验证 得 知 x:+1 都 不 是 3 的 倍数 ， 因 此 所 
给 方程 没有 整数 解 . 

9， 适 当 取 正 整 数 x 使 14-x*=m 为 一 正 奇 数 ， 设 yy 

m+ 1 : 


= 一， 因为 -m= (了) = 所 以 -x 


-2 


10. 设 o 所 2 是 商 高 方程 的 任 -- 组 解 ， 那 来 《cc 人 ?十 
(be™ ?= Coe)’, 

11。 因 为 {2 20+ ?~ (28 + 让 = Endn:+ 
38+ 20) = 《24 十 )! 所 以 给 出 的 式 成 立 。 取 n=3 得 21:+22? 
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十 232+ 242 一 252 十 262 二 272。 


字 


3, 


生 ， 
6, 


十 1) 2， 


习 题 4.3 


365 =132+14", 1105=9°+ 32:, 1961 = 192 十 402 
5461 = 43*:127， 不 能 写成 平方 数 的 和 . 
因为 m=o -= (ao-D a+b), 

oa—p 


公 =ab = (a) - (C50) 


Hn+ 1) 1 nm Dnl 
因为 人 时 车 } -人 本} = 
设 G= (20)7+ (2n)’, b= Bni+1, c= (2n -1)7+ {on 


3 
当 #4 = 时 a= 2 (m1) ,b= 2002(ml 十 1)2 二 1， 


c= 2 (m+1):+2， 刀 a，65, 2 是 三 个 相 部 数 ， 


7， 


设 x=at3d, y=atdd, z=at+S5d, w=at+H 代 


入 所 给 方程 得 aker + 9aqd + 21q2) =0， 因 此 a=0， 即 所 求 数 
组 为 x=3d, y= 4d，z=5d, w= 6d， 这 里 4 是 尾 意 正 整 数 ， 


1, 


2 
3. 


习 题 4.1 


1) (256，337) =1， 它 有 一 个 解 x 三 81 (337) 

2) (1215，2755) =5，5|560， 所 以 方程 有 5 个 解 ， 
X=200, 751, 1302, 1853, 2404(2755); 

3) y=1+21, x=-1-5t+3s(mod 18), 1=0. 1, 
8 =0，1，…，5， 共 9x6=54 个 解 . 

=4+ do y= -3+37t. 

x=93(140). 


4, 1) x=8(2090), 
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2) x 三 一 2{77)， 
5. x==6, y= -1 2 ~ 8(17). 
6. w= 2531. 
7 设 &=aGwy)， 叶 ma 一 0)， 因 此 pr'|(e 一 Oj)， 所 以 
a=g(p”y。 反 过 来 假如 e=ea(pD， 即 pila-q)， 因此 
prilla-a), PR a=a(m), 


习 题 4.2 


.xXx=0，1， 土 2(5). 
x 三 1]， 一 2， 土 3(7)， 
Xx 三 十 2， 土 18041). 
。 因 为 wn[(p-1)， 所 以 x? 1!-1= (x"--1)g(lx}， 这 里 
Co) 是 次 数 为 1-# 的 x 才 项 式 由 定理 1，8f2) 三 
0(mod p) 至 多 员 能 有 5-1-n 个 解 ， 但 x“!=1(xod p) 有 
一 1 个 解 ， 所 以 x 一 1 三 0(mod 轴 至 省 有 pp-1~ 人 一 一季 
=# 个 。 又 由 定理 1 不 能 比 这 多 ， 所 以 司 好 有 # 个 解 ， 
5。 民 如 了 (x) 三 0(tmod py 有 pp 个 不 相同 的 解 ， 由 
Fx) = 《一 人 Ge + r(x), 

显然 riw) 三 0Cmod 也 有 个 不 各 同 解 ， 但 +tx) 的 次 数 小 
于 p， 记 以 r(x) 的 系数 都 是 户 的 倍数 ， 于 是 f(x) 三 (x 一 
Xglx) (mod 力 即 wx?-x 是 Cx) 关于 模 思 的 因 式 ， 反 过 来 也 
成 立 ， 


~ 
人 


习 题 4.3 
1. x=22t27), 
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。 无 解 ， 

。 < 二 1]，7(25)。 

3X 二 2，5，11，17，20，26(30)， 
x 三 1, 4, 11, 14(16), 

， XX 三 93t125), 

7。X 至 91(120) 。 


2，{(35) = ~ 1， 所 给 不 定 方程 无 解 . 


3。23 的 平方 剩余 是 
1 2,3, #4, 6, 8, 9, 12, 13, 16, 18 
23 的 平方 非 剩余 是 
5, ?7, 10, 11, 14, 15, 17, 19; 20, 21, 22 
4 以 7 为 平方 剩余 的 奇 质数 
二 三 2818 土 1，288 士 3，284 土 9， 
以 ?为 平方 非 刹 余 的 奇 质数 
P=28n+5, 284+11，28n 土 13. 


-二 1= (td /day /oa 
5., D (7 ) 人) (7 ) (C0); 


因为 p=q (mod 4 所 以 p=1 (mod 轴 ) 或 p= 一] (mod 4)， 当 
P=1 (mod 4) 时 ， (—) = 十 1， 人 一 (7 )， 当 p 三 -1 
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(mod 从 时 ， (Co)= 1， (也 ) = - (人 ) 所 以 不 论 属 何 种 


Gy- (1)， 
情况 总 有 ( p) 所 ) 

6， (一 ) = 1 时 , p 三 1(4), 妈 p= 的 +1. 再 bp 一 1= 4k， 
(起 一 1)1 = (1 于 是 1:2'"*2k (28R +t 1) (2kR+ 2) dR= 2 
2RCp— 2 (p— 2R+ Dp 1 = (122 (mod p). 


7. x’+3=0(p), (一 )-! CC) =- (人 人)， 
三 1(3)， 因 此 p 三 1(3) 即 p=1+ 3 因为 p 是 奇数 ， 
所 雇 1= 中。 于 是 p= k++ 1 

8, w= 11), 所 
了 以 由 = An+1. 

2 (0)，( 下) = (2 -)， 所 以 旋 = 人士 1， 

9. 假如 ph，…， 包 是 ”个 形状 象 由 +1 的 质数 ， 则 


《2 四 + 的 奇 质 因数 也 是 48+ 1 形状. 同样 @@pi…pp) 
+3 的 奇 质 因数 又 是 晴 +1 形状 . 


可 题 5.4 


.x 三 土 9( 9).， 
YX 二 士 11529) 。 
3 三 十 12(717)7。 
XxX 三 十 2] 《73)，. 
% 三 十 94(353). 
Xx 三 十 11(27)， 


一 
. - 者 和 和 
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习 题 5.5 


1，% 三 十 19， 十 19 十 32(64) 。 
2，、% 王 土 1085343) ， 

3，Y 兰 工人 1， 二 41+T28(256) 。 
4，x 硅 一 113， 十 141 (508)， 


5 (3) 的 4 个 和解 x 三 十 a 十 #+2:"1(24) 当然 都 是 (的 
和 解 ， 这 4 个 解 .， 关于 模 关 是 4 个 互 不 同 余 的 解 ， 但 关于 和 模 
2 就 只 有 二 个 互 不 同 余 的 解 ， 这 就 是 说 (3) 的 4 个 解 只 是 
(4 的 二 个 解 了 ， 警 如 xs1(23 的 解 是 士 1， 士 1+4， 即 1， 
3，5，9， 而 x’ 三 1 《2 的 解 是 土 l， 土 L+8， 即 1，7，9， 
15。 和 这 时 1 三 9，7 三 15123， 


习 厄 6.1 


1. 了 =1(g)， of 二 1(q); 则 41p, 因此 4=1 或 4= pp 
当 A4=1 时 a-1=0(, 即 g|(g-D), 当 2=p 时 ，A4|wp(9) = 
9q-1， 于 是 q= pt+1 但 gy 是 奇数 ， 所 以 =2pim+1. 
2 a 二 -1(9), 即 (-a?=1(q) .站 此 gj(-a- 1)， 
即 gl(e+1) 或 q=2pmt+1, 
2， 假定 9 是 捐 的 源 李 ， 那 末 1， go， gy wi gt 是 
疡 的 简化 剩余 系 ， 但 1，3，…， 汪 -1 也 是 疾 的 简化 璋 余 
系 ， 于 是 有 "+ 2 Cp Tel"+totg"tr tg 


“4 一 (mod 月 但 Ee 1 三] (mod 加 ;而 4 个 是 -1 的 
约 数 ， 所 以 g*1 直 0(mod 办， 于 是 所 给 式 成 立 ， 


3. 01 ， (tad := 1 0， 则 41g 命 4= 0， 和 
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下 J 


4 


得 了 | 必 再 ( 鸭 计 = {oy TL), 了 是 二 因此 &= 仿 ， 


四 
:1 三 1 


4. 态 六 ai? 三 1 (mod p) ,a 三 1 (mod p2) 于 是 (ci 


mod p1)» 他 1(mod pz， 所以 er 二 1 (mod pp;)}. 

假如 = 关于 模 pjp; 的 阶 数 是 4， 那 末 jim， 再 出 于 
a 三 1 (mod pip:)， 得 

ol (mod pi}, 1=1, 2. 

因此 4 ， 于 是 r|4、， 所 以 4=m. 

5. 发 < 是 少 的 平方 非 剩 你 ， 那 末 o3 -= a! 幸 
imoc 起， 得 of 了 = gz" 二] (mod 户 ， 所 已 4 的 阶 数 是 2r = 
pp-1. 即 o 是 上 的 原 根 . 


习 题 6.2 


1. 23 的 诛 根 共有 10 个， 
5, 7, 10, 11, 14, 15, 17, 19, 20, 21 
54 了 罗 原 栏 共有 6 个 ， 5，11，23，29，41, 47. 轴 5 是 23 的 
原 根 ， 它 也 是 529 = 282 的 原 根 ,， 又 是 1058=2*23: 的 诛 柜 ， 
2， 设 g 的 阶 数 是 4, 并 且 4 之 p-1 则 刘 (p-D. 命 p-1i 


= jd。 如果 21d， 即 d=2d1， 于 是 Hd1=- 人 5 一， d= 


(gj 二 1(p)， 畴 g 了 =1(p)， 这 与 假设 矛盾 ， 如 果 dd 


即 d=gdi， 则 2d. = 也 一 -， 二 是 g 二 (gD4=1Cp)， 芭 


g 三 1(p)， 这 又 与 假设 矛盾， 因此 4=p-1， 所 以 g 是 p 
的 原 根 ， 
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3.， 假 几 是 户 的 平方 非 剩 余 ，a 关于 轧 的 阶 数 是 4 则 
4ptp) =2， 训 果 4 之 24， 命 14=2'，1<<h8， 于 是 a! 二 1 (p)， 


因此 a =1(p)， 这 与 a 是 平方 非 剩余 的 假设 不 合 ， 所 以 
A=2=p—1. 
可 题 6.3 
i1。 2 由 定理 ?立即 推 得 . 


习 题 5.4 


1]。 平 方 剩余 为 1，4，5，6，7，9，4]，16，17，。 立方 
剩余 为 1，7，8，11，12，18. 
2，1) xs33167), 
2) x=59, 11, 39(109)s 
3) 无 解 . 
3 a 圭一 b(p), 所 以 inda=ind(-1) +indb 因此 vinda 


-indb= £3+ Cp—1). 


4。 设 抽 三 a(p)，gi 三 g(p)， A 二 9g(p) 则 k= gq = 
bitp) 所 忆 二 ji (p11). 
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